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Binare Suchbaume (binary search tree, BST) ‘:ﬂ

= Speichere wieder Daten als "Schlissel + Nutzdaten"
= Sei eine Ordnungsrelation fur die Schlissel im Baum definiert

= Ziel: Bindrbdume zur Speicherung von Mengen von Schlisseln, so
dal} folgende Operationen effizient sind:
= Suchen (find)
= Einfligen (insert)

= Entfernen (remove, delete)
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= Definition:

Ein bindrer Baum mit Suchbaumeigenschaft ist von folgender

Form

Wurzel w

alle Elemente im
linken Teilbaum
sind <=w

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

alle Elemente im
rechten Teilbaum
sind > w
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Einflgen

= Hinzufligen von x zum Baum B

= wenn B leer ist, erzeuge Wurzel mit x

= wenn x <= Wurzel, flige x rekursiv zum linken Teilbaum hinzu

= wenn x > Waurzel, fuge x rekursiv dem rechten Teilbaum hinzu

= Beispiel:
5 6
4/ N —>
7
/N
3 5
\4 5
4/ \
7
7\ /
3 5 6
\ /

4 5
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5
4/\
7
RN /
3 5 6
\
4
5
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= Achtung:
= Baum-Struktur hangt von Einfligereihenfolge im anfangs leeren Baum
ab!
= Dito fur Hohe: H6he kann, je nach Reihenfolge, zwischen n und
[loga(n+1)] liegen
= Beispiel: resultierende Suchbaume
fur die Reihenfolgen 15, 39, 3, 27, 1, 14
und 1, 3, 14, 15, 27, 39:

2]
"entarteter" oder =13

"degenerierter"
Baum

o]
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Suchen

= Aufgabe: Key x im BST B suchen:
= wenn B leer ist, dann ist x nicht in B
= wenn x = Wurzelelement gilt, haben wir x gefunden
= wenn x < Wurzelelement, suche im linken Teilbaum

= wenn X > Wurzelelement, suche im rechten Teilbaum

= Beispiel: suche 3 im Baum

/\
N/
\ /

= Bemerkung: gibt es mehrere Knoten mit gleichem Wert, wird
offenbar derjenige mit der geringsten Tiefe gefunden
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= Aufgabe: suche kleinstes Element

= Folge dem linken Teilbaum, bis Knoten gefunden wurde, dessen linker
Teilbaum leer ist

= Analog: grof3tes Element finden
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= Aufgabe: Nachfolger in Sortierreihenfolge suchen

= Wenn der Knoten einen rechten Teilbaum hat, ist der Nachfolger das
kleinste Element des rechten Teilbaumes

= Ansonsten: Aufsteigen im Baum, bis ein Element gefunden wurde, das
gréRer oder gleich dem aktuellen Knoten ist

- Falls man die Wurzel erreicht hat, gibt es kein solches Element

= Dazu sollte der Knoten eine Referenz auf seinen Vater beinhalten

= Beispiel:
/5\
4 7
3 5 6

~ /
4 5
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Loschen

= |st die aufwendigste Operation

= Auch hier muf} sichergestellt werden, daf} der verbleibende Baum ein
glltiger binarer Suchbaum ist
1. Fall: Knoten hat keinen Teilbaum (= Blatt)
= Knoten einfach l6schen
2. Fall: nur ein Teilbaum .~ loschen
= Teilbaum eine Etage héher schieben

= Beispiel:
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3. Fall: Knoten hat zwei Teilbaume

= Suche kleinstes Element des rechten Teilbaumes
- Dieses kleinste Element hat héchstens einen rechten Teilbaum

= Kopiere Inhalt (Schlissel + Daten) dieses kleinsten Knotens in den
Inhalt des zu I6schenden Knotens

= Losche den Knoten, der vorher dieses kleinste Element beinhaltete —
Fall 2

I6schen
rd
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= Beispiel:

G. Zachmann

Informatik 2 — SS 11
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Balancierte Baume

= Aufwand, ein Element zu finden, entspricht der Tiefe des
gefundenen Knotens

= [m worst case = Tiefe des Baumes

= Diese liegt zwischen |log N|+1 und N

= Schlecht balancierte Baume erhalt man, wenn die Elemente in
sortierter Reihenfolge angeliefert werden

G. Zachmann
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= Definition fur "balanciert":
= Es gibt verschiedene Definitionen!

= Allgemein: kein Blatt ist “wesentlich weiter” von der Wurzel entfernt als
irgendein anderes

= Hier: Fur alle Knoten unterscheidet sich Anzahl der Knoten in linkem
und rechtem Teilbaum hochstens um 1

= Folge: ein balancierter BST hat die Tiefe |log N |+1

= Der Aufwand, einen optimal balancierten Baum nach Einfiige- und
Ldschoperationen zu erzwingen, ist sehr grof3

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 13

AVL-Baume

= AVL-Baum
= Von Adelson-Velskij und Landis eingefiihrt [Sowjetunion, 1962]
= Schwachere Form eines balancierten Baumes

= Definition Balance-Faktor eines Knotens x:

bal(x) := (Hohe des rechten Unterbaumes von x) -
(H6he des linken Unterbaumes von x)

= Definition AVL-Baum:
Ein binarer Baum, wobei
fur jeden Knoten x gilt:
bal(x) € {-1,0,1}

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 14
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=  Minimale Knotenanzahl von AVL-Baumen

= Bezeichne N(h) die minimale Anzahl von Knoten eines AVL-
Baumes der Héhe h

Hohe mogliche AVL-Baume dieser Hohe Knotenzahl

h=1 @) N(1) =1

h=2 .\. ./ N(2) = 2

e A
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= Allgemeiner worst case Fall bei Héhe h:

N(h) = N(h—1) 4+ N(h—2) + 1

N(h-1) N(h-1)
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Satz:

N(h) = Fpyp—1
Beweis:
1. Induktionsanfang: h = 1

Filin—1=F3-1=2-1=1

2. Induktionsschritt: h— h+1
N(h+1)=14+N(h)+ N(h-1)
=14+Fpyo—1+Fpp1—1

=Fhyz—1
N(h-1) N(h)
= Flnt142 -1
G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 17
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. Beispiel: ein minimaler AVL-Baum der Héhe 10 o,

i
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Die maximale Hohe von AVL-Baumen

= Erinnerung bzgl. Fibonacci-Zahlen :

1 145
Fn~——=o" ®= ~ 1.61803398875.. ..
"5 ’ 2

* Aus N(h) = Fp4o — 1 folgt nach Umformung und Absché&tzung
von F, die ...

= Wichtige Eigenschaft von AVL-Baumen:
Ein AVL-Baum mit N Knoten hat hochstens die Hohe

h<1.44...xlog(N) + const

= Erinnerung: Die Héhe jedes bindren Baumes mit N Knoten betragt
mindestens log(N + 1)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 19

Der AVL Search Tree

= Problem: wir wollen einen BST, der auch Uber viele Insert- und
Delete-Operationen halbwegs gut balanciert bleibt

= |dee: verwende BST, der zusatzlich die AVL-Eigenschaften hat

= Aufgabe: wie erhalt man AVL-Eigenschaften bei Einfligen/
Ldschen?

G. Zachmann  Informatik 2SS 11
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Einfigen von Knoten

Beispiel: Einfligen von k =30
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EinfGgen von Knoten

Beispiel: Einfligen von k = 30
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2,1

Beispiel: Einfligen von k =30

Ausgeglichenheit
ist verletzt
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7.1

Beispiel: Einfligen von k = 30

Ausbalancieren
durch Rotation

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11

[C7228
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2,1

Beispiel: Einfligen von k=30
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) O
R- Rotation
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7.1

Beispiel: Einfligen von k = 30

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11

Search Trees 26

.
R

13



2,1

Beispiel: Einfligen von k =30

[ L- Rotation
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7.1

Beispiel: Einfligen von k = 30
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7,

Beispiel: Einfligen von k =30

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

Search Trees 29

7.1

Loschen von Knoten

Beispiel: Loschen von k = 8

R

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11
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2,1

Beispiel: Loschen von k = 8
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7.1

Beispiel: Loschen von k = 8

-1
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2,1

Beispiel: Loschen von k = 11

-1
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7.1

Beispiel: Loschen von k = 11

.
R
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2,1

Beispiel: Loschen von k = 11

L- Rotation
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0,1

Beispiel: Loschen von k = 11

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11
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Beispiel: Loschen von k = 11
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AVL-Rotationen

= Operationen auf AVL-B&dumen zur Erhaltung der AVL-Eigenschaft
= Bestehen ausschlielllich aus “Umhéngen” von Zeigern

= Es gibt 2 verschiedene Arten von Rotationen
= Double Rotation:
- RL = neuer Knoten ist im linken Unterbaum des rechten Unterbaumes

- M.a.W.: vom Knoten mit dem "schlechten" Balancefaktor muf? man in den
rechten Teilbaum gehen, dann von da aus in den linken Teilbaum, dann kommt
man zu dem neu eingefiigten Knoten

- LR = analog
= Single Rotation: RR und LL

- RR = der neue Knoten befindet sich im rechten Teilbaum des rechten
Teilbaums vom (jetzt) unbalancierten Knoten aus

- LL = analog

- Wird manchmal auch einfach nur R- bzw. L-Rotation genannt

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11 Search Trees 38
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RR-Rotation

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 39
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2,1
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LL Rotation Algorithm

= def LL_Rotate (k2):
k1 = k2.left
k2.left = k1.right
k1.right = k2
return k1

(a) Before rotation

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

(b) After rotation

Search Trees 43
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RR Rotation Algorithm

def RR Rotate( k1 ):
k2 = kl.left
kl.right = k2.left
k2.left = k2

return k2

(a) After rotation

G. Zachmann  Informatik 2SS 11

(b) Before rotation

Search Trees 44
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Q‘m LR-Rotation
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@Iw LR-Rotation
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Q‘m LR-Rotation
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@Iw LR-Rotation
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LR-Rotation ‘:a
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Pseudo-Code “ﬂ

def LR doubleRotate( k3 ):
k3.left = RR Rotate( k3.left )
return LL Rotate( k3 )

neues Element x kann in B oder C sein

(a) Before rotation (b) After rotation

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11 Search Trees 50

25



L

def RL doubleRotate( k1l ):
kl.right = LL Rotate( kl.right )
return RR Rotate( kl )

(a) Before rotation (b) After rotation

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11
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Warum Double Rotation?

= Single Rotation kann LR oder RL nicht I6sen:

(a) Before rotation (b) After rotation

G. Zachmann  Informatik 2SS 11
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Algo-Animation

eno AVL tree applet
@ [+ [ <) file:///Users/zach/Documents/Lehre/Info%202/demos /avl_splay_tree/AVL _tree_applet.h c] (Q- Google )
0 ## dealmac Intrade Bahn Apple Discussions TUAW vr-news WOT fine-art Chaucer's
AVL tree applet
A
4!) SPL
X @ =l |
m R-B
@ o e :
rd @ e @ @ avL
/ 4 /
7 G ) 2
.
|7 | 4 1© 9
Shape control.
v LRy
. —
e ®
Animation resumed. 14 inserted. 13 balance: + 1. 12 rotated left.

T 1 Cinsert ) Find )( Delete )( Min )( DeleteAll )( Traverse ) [in- B
(insert )( Find )( Delete )( Min )( DeleteAll )( Traverse )| in-order D]

~ Applet BTApplet started 4

http://webpages.ull.es/users/jriera/Docencia/AVL/AVL %20tree %20applet.htm
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Optimale Suchbaume

= Beispiel: Worterbuch Englisch — Franzdsisch

= Mit AVL-Baumen oder perfekt balancierten Baumen bekommt man
O(log n) worst-case Lookup-Zeit

= Typische Anwendung: Ubersetzung eines englischen Textes

= Folge: manche Worter werden wesentlich haufiger als andere
nachgesehen (Erinnerung: Huffman-Codierung)

= Ziel: Gesamtzeit zum Ubersetzen eines Textes soll méglichst klein
sein, d.h., Gesamtzeit fir Lookup aller Wérter des Textes soll klein
sein
= M.a.W.: die durchschnittliche Lookup-Zeit pro Wort soll klein sein

= Fazit: haufige Worter miissen "eher weiter oben" an der Wurzel
stehen

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11 Search Trees 55
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Problemstellung

Suchkosten erstellt werden

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

= Gegeben sei Folge k, < k, < ... < k, von n sortierten Keys, mit
einer Suchwahrscheinlichkeit p; fur jeden Key k;

= Es soll ein bindrer Suchbaum (BST) mit minimalen zu erwartenden

= Kosten eines Lookup = Anzahl der besuchten Knoten im Baum
= Fir jeden Key k;jim Baum T sind die Kosten = d(k;),
mit dr{k;) = Tiefe von k;im BST T, wobei d( Wurzel ) =0

= Also: erwartete (= mittlere) Kosten fir die Suche (eines Keys) ist

E[Suchkosten inT] = Z dr(k:)pi
i=1

Search Trees 56

Beispiel

drk)

dylk)p,

i

(fa) :
2

ONO, 3
4

() s

drk)

0.5
0.2
0.15
0.4
0.9
2.15

drlk)p;

2

a A WON ==

1
4
3
2
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0.5
0.2
0.2
0.6
0.6
21

= Gegeben seien 5 Keys k1 < kp < k3 < k4 < ks mit den Such-
wahrscheinlichkeiten: p1=0.25, p» =0.2, p3=0.05, p4=0.2, p5=0.3

— E[Suchkosten] = 2.15

— E[Suchkosten] = 2.1

(Dies ist Ubrigens der optimale
BST fur diese Key-Menge)

Search Trees 57
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Wiy .

= Gegeben seien 5 Keys k1 < ko < k3 < kg < kg mit den Such-
wahrscheinlichkeiten: pq =0.25, p2 =0.2, p3=0.05, p4=0.2, p5=0.3

= |st folgender Baum nicht noch viel besser?!

dlk)  dlk)p;
2 0.5

2 0.4

3 0.15 Ist noch viel besser!?
3

1

0.6 ... ODER 221!
0.3

1.95

a o~ W N =~
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| . v, h

= Beobachtungen:
= Der optimale BST muR nicht die kleinste Hohe haben

= Der optimale BST muR nicht die gré3te Wahrscheinlichkeit an der
Wurzel haben

= Erstellen durch erschépfendes Testen? (exhaustive enumeration)
= Erstelle alle méglichen BSTs mit n Knoten

= Fur jeden BST: verteile die Schliissel und berechne die zu erwartenden
Suchkosten

= Erinnerung: Es gibt aber

verschiedene BSTs mit n Knoten

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 59
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Die optimale Unterstruktur

1.Jeder Unterbaum eines BST beinhaltet Schliissel in einem
zusammenhangenden Bereich k;, ..., k;fur 1 <i<j<n

2.Wenn T ein optimaler BST ist und
den Unterbaum T' enthalt,
dann ist auch T’ ein optimaler BST
fur die Keys k;, ..., k;
= Beweis: "Cut and paste", d.h., Beweis durch Widerspruch:
= Annahme: T ist nicht optimal fur seine k;, ..., k;
= Dann existiert ein T'' fur die k;, ..., k;, der besser als T" ist
= Sei T der BST, der aus T entsteht, indem T' durch T'' ersetzt wird

= T ist korrekter BST und hat auRerdem kleinere mittlere Suchkosten als T
= W!

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 60

3. Einer der Schlussel k, ..., k;, z.B. k, miti < r < j, muf die Wurzel
eines optimalen Unterbaumes fiir diese Schlissel sein

= Der linke Unterbaum von k, enthalt k;, ..., kr;

= Der rechte Unterbaum von k enthalt k.1, ..., k;

4. Zum Finden eines optimalen BST: ki ke ke

= Betrachte alle Knoten k, (i < r <), die als Wurzel in Frage kommen

= Bestimme die optimalen BSTs fur kj, ..., k.7 und kpy 7, ..., ki

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 61
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Eine rekursive Losung

* Definiere e;; := erwartete Suchkosten des optimalen BST fr
ki ..., k;
= Nutzliche Verallgemeinerung:

= Es wird nicht mehr verlangt, daf p,,..., P eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung bilden; es darf also gelten

J
ZPZ #1
=i
= Gesucht ist aber weiterhin ein BST fir k;, ..., k;, so daf} die Summe

- K,
J
€ij = Z dT(kl)Pl
=i
minimiert wird

= Diese Summe wird weiterhin erwarteter Suchaufwand genannt

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 62

= Wenn k, die Wurzel eines optimalen BST fiir k,, ..., k: G
J

elij] = dr(k)p
=i

r—1

= '(dTl(kl) + l)pl +pr+ (dT2(kl) + ]-)pl

=i l=r+1

r—1 Jj Jj
= ZdTl(kz)Pz+ Z de(kl)Pl+ZPz
I=i 1=

l=r+1

e[i,r—l] e[r-i,-]_,j]
=eli,r— 1]+ eli,r+ 1] + w(i,j)

= Aber k, ist nicht bekannt, daher gilt
eli,j] = min{e[i,r —1] +e[i,r + 1] + w(i,j)}
i<r<j

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 63
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Bottom-up-Berechnung einer optimalen Lésung

= Erstelle iterativ folgende 3 Tabellen
= Speichere flr jedes Unterproblem (ij) mit1 <i<j<n:
1. e[ij] = zu erwartende Suchkosten
2.1i,j] = Wurzel des Teilbaums mit den Schlusseln k;, ..., k;, i< ij] <]
3.wlij] € [0,1] = Summe der Wahrscheinlichkeiten
-wli]=pifur1<is< n

-wlij] = wWlij-11+ pj=p; + wi+1,j] fir1<i<j<n

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 64

ity

def optimal bst( p,q,n ):
for i in range( 1,n ):

el[i,i] = w[i,i] = p[i]
for 1 in range( 2,n ):# calc all opt trees w/ 1 keys
for i in range( 1, n-1 ): #n - ell
j = i+l-1
e[i,j] = x # z.B. 2731-1
wl[i,j] = w[i,j-1] + p[]]

for r in range( i, j+1 ):
t = e[i,r-1] + e[r+1,3] + w[i,]]
if t < e[i,]j]:
e[i,j] =t
r[i,j] =r
return e,r

= Laufzeit ist offensichtlich O(n3)

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11 Search Trees 65
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= Satz: Ein optimaler Suchbaum fiir n Keys mit gegebenen
Zugriffshaufigkeiten kann in Zeit O(n3) konstruiert werden.

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 66

Mehrwegbaume — Motivation

= Wir haben gute Strukturen (AVL-Baume) kennen gelernt, die die
Anzahl der Operationen begrenzen

= Was ist, wenn der Baum zu grof3 flir den Hauptspeicher ist?

= Externe Datenspeicherung — Speicherhierarchie:

Register (< 1kB) /<1 ns

S

S

Cache (L2) (1-2 MB) 10 ns g

3

g

Hauptspeicher (512 MB — 8 GB) 50 ns g
Festplatte (512 GB - 2 TB) 7 ms

= Verhaltnis zwischen Zugriffszeit auf Hauptspeicher und Zugriffszeit
auf Festplatte = 105

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 67
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= D.h., Zugriff auf (externe) Knoten ist seeeehr teuer
= Bsp.:

= File-Tree des File-Systems

= Datenbanken (DB2 (IBM), Sybase, Oracle, ...)

= Man hatte gerne einen Baum, der noch geringere Tiefe hat als
logz(n)

= |dee:
= "Erhéhe die Basis des Logarithmus"

= Oder: speichere mehrere "aufeinanderfolgende" Baum-Knoten (= ein
"Baumchen") auf derselben Seite (Page / Sector) auf der Platte

= Reduziere damit die Anzahl der Seitenzugriffe

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 68

m-Wege-Baume

= Ein m-Wege-Suchbaum ist eine Verallgemeinerung eines bindren
Suchbaumes (d. h., ein binarer Suchbaum ist ein 2-Wege-
Suchbaum)

~— 1 Page

s8)lan) Ballan

Anstatt 5 nur noch 2 Zugriffe auf die Platte / CD

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 69
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Definition

= |In einem m-Wege-Baum haben alle Knoten den Grad <m

= Der Baum ist entweder leer oder besitzt folgende Eigenschaften:

= Jeder Knoten hat folgende Struktur:

Xp

- xjsind die Keys, 1<i<bh

- b ist die Anzahl der Schliissel im Knoten

- Pjsind die Zeiger zu den Unterbaumen des Knotens

-X1SX2S ... SXp

= Alle Schllssel im Unterbaum Py, sind grofer als xp

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

Py

= Die Schlissel innerhalb eines Knotens sind aufsteigend geordnet:

= Alle Schllssel im Unterbaum P; sind kleiner als xj+1 , firO<i<pb

= Die Unterbaume P;, fiir 0 </ < b, sind ebenfalls m-Wege-Baume

Search Trees 70

Beispiel

G. Zachmann  Informatik 2SS 11
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Bemerkungen
= Probleme:
= Der Baum ist nicht ausgeglichen (balanciert)
= Die Blatter sind auf verschiedenen Stufen
= Bei Veranderungen gibt es keinen Ausgleichsalgorithmus (a la AVL)
= Kann also zu verketteten Listen degenerieren

= Anzahl der Knoten im vollstandigen m-Wege Baum mit Héhe h:

= Maximale Anzahl n von Keys:
= Pro Knoten im m-Wege Baum hat man maximal m-1 Keys
“Also: n< (m—1)N=m"—-1

= Im véllig degenerierten Baumist N=h, also n=(m—1)h

= Schranken fir him m-Wege-Baumes: log, (n+1) < h < -

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 72

Beispiel: Einfiigen in einen 4-Wege-Baum

= Einfiigen von 20, 35, 5, 95, 1, 25, 85

= Schlissel in internen Knoten sind Schliissel
und Separatoren

= Innerhalb eines Knotens: sequentielle Suche,
auch bindre Suche mdéglich

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 73
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B-Baume

= |st vielleicht die Datenstruktur, die in der Praxis am meisten
benutzt wird, ndmlich in Filesystemen

= B-Baume sind ausgeglichene m-Wege-Baume

= Da ein Knoten die GroRe einer Ubertragungseinheit hat (eine

Page der Festplatte, typ. 4-16 kBytes), sind 100-200 Keys pro
Knoten Ublich

= Ergibt sehr flache Baume = kurzer Weg von der Wurzel zu den Blattern

a[s[v][s] [s]7]]
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Definition von B-Baumen

1. Jeder Weg von der Wurzel zu einem Blatt ist gleich lang

2. Jeder Knoten (aulRer Wurzel) enthalt mindestens k und
héchstens 2k Keys

3. Jeder Knoten (aufder der Wurzel) hat zwischen k+1 und 2k+1
Kinder (Unterbdume)

4. Die Wurzel ist entweder ein Blatt oder hat mindesten 2 Kinder
5. Jeder Knoten hat die Struktur:

= b ist die Anzahl der Keys L
im Knoten, k < b < 2k

b | X | X3 | o | X frei

= Die Keys im Knoten sind
aufsteigend sortiert
(X <Xy, <...<Xp) Po Py P Py

= (L = Grole einer Page)

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 75
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= Die Klasse B(k,h) bezeichnet alle B-Baume mit dem Parameter k
und der Héhe h (h = 0 und k>0)

= Hohe der Wurzel = 1

= Beispiel: B-Baum der Klasse B(2,3)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 76

o i
) 4

Bemerkungen

= CLRS benutzt eine etwas andere Definition:

= Fiir einen B-Baum vom Grad ¢ gilt:

- jeder Knoten, auf3er der Wurzel, hat mindestens -1 Schliissel, also mindestens
t Kinder

- jeder Knoten besitzt h6chstens 2t-1 Schlissel, also hdchsten 2t Kinder
= Formeln miissen ,angepasst* werden, damit sie stimmen

= die Prifung lauft gemaR den Folien, bei Unsicherheiten die Definition
angeben

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 77
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Hoéhe eines B-Baumes

= Fir die Hohe eines B-Baumes mit n Schlisseln gilt:

I092k+1(n+ 1)< h< |ng_|_1 (n—é—l) +1

N WA OO N 0 ©
T T T T T T T

10 100 1000 1000C
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Erklarung

= |In einem minimalen B-Baum hat jeder Knoten die kleinstmdgliche
Anzahl an Kindern (= k+1); also gilt fir die min. Anzahl Knoten

Nmin(kvh):1+2+2((k—|—1)—|—(k-{—1)2+...+(k+1)h—2)

h=2 h—-1
_ i (k+1)"* -1
_1+2/§J(k+1) =14+2————

= |In einem maximalen B-Baum hat jeder Knoten die groRtmogliche
Anzahl an Kindern (= 2k+1); also gilt fur die max. Anzahl Knoten

Nmax(k, h) =14+ 2k +1) + 2k +1)2 4+ --- 4+ (2k + 1)1

h—1
. i (k+1)M-1
—§(2k+1) =

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 79
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= Die Hohe definiert eine obere und untere Schranke fir die Anzahl
der Knoten N(B) eines beliebigen B-Baumes der Klasse 7(k,h):

h—1 h
1+2M%§N(B)§% fur h>1
N(B) =0 fir h=0

= Von Nmin(B) und Nmax(B) 1asst sich ableiten:

h—1
N> nNmin =14 206807 1 — ok 4 1)1 1
h
N < nmax = CEED Lok — 2k 4 1)" -1

= Somit gilt fur die Anzahl Keys n in einem B-Baum:

20+ 1) 1<n<(2k+1)"-1

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 80
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Algorithmus zum Einfligen in einen B-Baum

= Flge anfangs in ein leeres Feld der Wurzel ein
= Die ersten 2k Schlussel werden sortiert in die Wurzel eingefugt

= Der nachste, der (2k+1)-te, Schlissel passt nicht mehr in die
Wurzel und erzeugt einen sog. "Uberlauf" (overflow)
= Die Wurzel wird geteilt (ein sog. "Split"):
= Jeder der beiden Kinder bekommt k Keys
- Die ersten k Schiissel kommen in den linken Unterbaum
- Die letzen k Schussel kommen in den rechten Unterbaum
= Die Wurzel bekommt 1 Key

- Der Median der (2k+1) Schllssel wird zum neuen Separator

B

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 81
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= Neue Schlissel werden in den Blattern sortiert gespeichert
= | auft ein Blatt Gber (2k+1 Keys), wird ein Split durchgefihrt:
= Das Blatt wird geteilt, ergibt 2 neue Blatter a k Keys;

= diese werden im Vaterknoten anstelle des urspriinglichen Blattes
verlinkt;

= der Median-Key wandert in den Vaterknoten.
= |st auch der Vaterknoten voll, wird das Splitten fortgesetzt

= I[m worst-case bis zur Wurzel

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 82

Beispiel

= k=2 — 2<#Schlissel<4 (auller Wurzel)

= Einzufiigende Schlissel:
=77, 12, 48, 69 E
= 33, 89, 97
= 91, 37, 45, 83
=2,5,57,90, 95

wo[]s] [elrle] ] (7] ]

Pl 1] Flel7l]
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’37|45| | ‘ ’57|69|77|83‘
= Einzufligende Schliissel:
=99
=50
L5 2] [7]%]
G. Zachmann Informatik 2 =SS 11 Search Trees 84
@*:
Der B*-Baum A
= Variante des B-Baumes:
= Selbe Datenstruktur
= Algo zum Einfligen ist variiert
* |dee: zuerst Ausgleich mit 12 16|17
Nachbarknoten statt Split
= Beispiel:
= Flge ein:
=8 11 15 | 16 | 17
=6
G. Zachmann Informatik 2 —SS 11 Search Trees 85

42



Loschen in einem B-Baum

= Bedingung: minimale Belegung eines Knotens erhalten

= Bei einem sog. Underflow mufd ein Ausgleich geschaffen werden
= Methoden:

= Rotation = Ausgleich mit Nachbarknoten

= Merge = Gegenteil von Split

= Beispiel: x, wird geldscht

X X

n-1 n xn+1

= Wende Rotation an ’

knoten ver-
schoben, Key ’ ]
Xp kommt in den

!
o Xy | X" [ Xnar ] oo

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

i
NPT EEaEY

e, [T T [T T T R

= Um wiederholte Rotationen (durch neue Léschoperationen) zu
vermeiden, kann man mehr als einen Key rotieren

= Beide Knoten haben danach ungeféhr die gleiche Key-Anzahl
= Beispiel: 33 soll entfernt werden (k = 3)

|7 [1a|is|s]21]23] [26]31]33] | | |

|7|14|15‘18| l ‘ |23|25|26|31| I l

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 87
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= Zweite Art der Underflow-Behandlung: Merge

= Wird benutzt, wenn es
einen Underflow gibt
und beide Nachbarknoten X0

genau k Keys haben 5
// x| i 7

= Beispiel: xx [6schen

B
| |x| D

= Die beiden Nachbarblatter und der Separator werden ge-merge-t;
ergibt genau k + 1 +(k-1) = 2k Keys

X

n

’x,' | | X'

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 88

Allgemeiner Losch-Algorithmus § i

= x = zu loschendes Element

= Suche x; unterscheide 2 Falle:
1. xistin einem Blatt:
- # Keys 2 k (nach dem Léschen) — OK

- # Keys = k-1 und # Keys in einem (direkten) Nachbarblatt > kK — Rotation
- Sonst — Merge

2. xistin einem internen Knoten:

a) Ersetze den Separator x durch x, oder x4’ des linken bzw. rechten Kind-
Knotens (= nachstgoRerer oder -kleiner Schlissel)

b) Lésche diesen Seperator (x, oder x;’) aus dem entsprechenden Kind-
Knoten (Rekursion)

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 89
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Beispiel (k = 2)

o] | |

15|17 | 18

= | dsche:

=21

21| 25

= 11 — Underflow

[ [ss] | ]
Llol [ ] [ T

= — Merge

19| 25

s [as] | |
HEEERIEEN

19 [ 25

s ][]
’1|3| | ‘ ’17|18|19 25

n  Informatik 2—SS 11

___

ees 90

§
0

Demo

B-Tree animation applet:

&
D ED &

1 %) > number 56 (search ) (i

http://slady.net/java/bt/

n Informatik 2-SS 11
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Komplexitatsanalyse fur B-Baume

= Anzahl der Key-Zugriffe:
= Z.B. Suche = Pfad von Wurzel zu Knoten/Blatt
= Falls lineare Suche im Knoten — O(k) pro Knoten
= Insgesamt O(k logk n) Zugriffe im Worst-Case
= Aber: wirklich teuer sind read/write-Operationen auf die Platte

= Annahmen: jeder Knoten bendétigt nur 1 Zugriff auf den externe
Speicher und jeder modifizierte Knoten wird nur 1x geschrieben

= Schranken fur die Anzahl Lesezugriffe f beim Suchen (f = ,fetch®):
foin =1 Key ist in der Wurzel
fmax = h € O(log,(n))  Keyistin einem Blatt

h— % < fovg < h— i ohne Beweis

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 112

Kosten fir Insert

= f= Anzahl "Fetches", w = Anzahl "Writes"
= Unterscheide 2 extremale Falle:

= Kein Split: foin =, w,

min

=1
= 2h+1
= Abschatzung der Split-Wahrscheinlichkeit:

= Wahrscheinlichkeit, daf’ ein Knoten gesplittet werden muf =
Wahrscheinlichkeit, dall der Knoten exakt 2k viele Keys enthalt

= Wurzel-Split: f.,=h, w,

max

= Sei X = Anzahl Keys in einem Knoten

= Esgilt: X € {k, ..., 2k}

= Fir die Split-Wahrscheinlichkeit gilt also:
Anzahl glinstige 1

Peplic = Anzahl mogliche "k

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 114
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= Eine Insert-Operation erfordert das Schreiben einer Seite, eine
Split-Operation erfordert ungefahr 2 Schreib-Operationen

® Durchschnittlicher Aufwand fiir Insert:
Wavg =1 + psplit + psplit(]- + psplit) + P52p|;t(~ . ) + ...

h

= (1+ Pepiie) D> Ploie

i=0

< (14 pspiie) Z P£p|it

i=0
1
= (L+ popi) 7 ——
( *® It) 1- psplit
k1
k-1
G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 115
L @*:
Kosten fir Loschen A

= Mehrere Falle:

1. Best-Case: kein ,Underflow"
fin=h Wiin = 1

2. "Underflow" wird durch Rotation beseitigt (keine Fortpflanzung):
fa=h+1 W =3

3. Merge ohne Fortpflanzung:

fmix = h+1 Wmix = 2
4. Worst-Case: Merge bis hinauf zum Wurzel-Kind, Rotation beim
Wurzel-Kind:
foax = 2h-1 w, ., = h+1
G. Zachmann Informatik 2 —SS 11 Search Trees 116
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Durchschnittliche Kosten fiir Loschen

= Obere Schranke unter der Annahme, daf} alle Schlissel
nacheinander geléscht werden

= Kein Underflow: f; = h, w, <2

= Zusatzliche Kosten fur die Rotation (héchstens ein Underflow pro
geléschtem Schlussel): f,=1, w, <2

= Zusatzliche Kosten fir das Merge:
= 1 Mix-Operation = Elemente eines Knotens in Nachbarknoten mergen

und Knoten Iéschen, d.h., Mix mit Propagation = bis zu h Mix-Op.

= Maximale Anzahl von Mix-Operationen: N(n) — 1 = ’7%1
= Kosten pro Mix-Operation: 1 ,read” und 1 ,write“

= zusétzliche Kosten pro Schliissel:

— _ #Mix-Op. __ N(m)—-1 _ (n—-1)/k 1
f3=ws= #Schitussel — — n n <%
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= Addition ergibt:
favg <fi+ R+ RB<h+14%

Wavg§W1+W2+W3<2—|—2+%:4+%

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 118
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Digitale Suchbaume & Binare Tries ‘:i

= Bisher: Traversierung durch Baum wurde gelenkt durch Vergleich
zwischen gesuchtem Key und Key im Knoten
= |dee: lenke die Traversierung durch Bits/Ziffern/Zeichen im Key
= Vergleiche die 2 grof’en Kategorien der Sortieralgorithmen
= Ab jetzt: Schlissel sind Bitketten / Zeichenfolgen
= Bei fester Lange — 0110, 0010, 1010, 1011
= Bei variabler Lange — 01$, 003, 101$, 1011$
= Anwendungen: z.B. IP-Routing, Paket-Klassifizierung, Firewalls
= |Pv4 — 32 bit IP-Adresse
= |Pv6 — 128 bit IP-Adresse

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

Search Trees 119

Digitale Suchbaume (DST = digital search trees) ,‘:i

= Annahme: feste Anzahl an Bits

= Konstruktion (= rekursive Definition):
= Die Wurzel enthélt irgendeinen Key
= Alle Keys, die mit O beginnen, sind im linken Unterbaum
= Alle Keys, die mit 1 beginnen, sind im rechten Unterbaum

= Linker und rechter Unterbaum sind jeweils Digitale Suchbdume ihrer
Keys

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 120
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Beispiel
= Starte mit leerem Suchbaum:

0000 @

= flige den Schliissel 0000 ein
= Bemerkungen:

= Aussehen des Baumes hangt von der Reihenfolge des Einfligens ab!
= Es gilt nicht: Keys(linker Teilb.) < Key(Wurzel) < Keys(rechter Teilb.) !
= Es gilt aber:  Keys(linker Teilbaum) < Keys(rechter Teilbaum)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 121

= Algorithmus zum Suchen:

vergleiche gesuchten Key mit Key im Knoten
falls gleich:

fertig
sonst:
vergleiche auf der i-ten Stufe das i-te Bit
1 — gehe in rechten Unterbaum
0 — gehe in linken Unterbaum

= Anzahl der Schlusselvergleiche = O(Héhe) = O(# Bits pro Key)

= Komplexitat aller Operationen (Suchen, Einfugen, Léschen) :
O( (# Bits pro Schliissel)? )

= Ergibt hohe Komplexitat wenn die Schllissellange sehr grol} ist

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 122
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Python-Implementierung

def digit(value, bitpos):
return (value >> bitpos) & 0x01

def searchR(node, key, d):

if node == None:
return None
if key == node.item.key:

return node.item
if digit(key, d) ==

return searchR(node.left, key, d+1)
else:

return searchR(node.right, key, d+1)

class DigitalSearchTree:

def search(self, key):
return searchR(self.root, key, 0)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 123

Binare Tries

= Ziel: héchstens 1 kompletter Key-Vergleich pro Operation
= Zum Begriff:
= "Trie" kommt von Information Retrieval
= Aussprache wie "try"
= Es gibt 2 Arten von Knoten:
= Verzweigungsknoten: hat nur linke und rechte Kindknoten, keine Keys

= Elementknoten: keine Kindknoten, Datenfeld mit Schllissel

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 124
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Beispiel: Einfugen

= Flge Schlissel 1101 ein:

= Kosten: 1 Vergleich

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11
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Beispiel: Entfernen

= Entferne Schlissel 0111:

= Kosten: 1 Vergleich

G. Zachmann  Informatik 2SS 11
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= Entferne Schliissel 1100:

= Kosten: 1 Vergleich

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 127

Implementierung

class Trie:

def insert(self,item):
self.root = insertR(self.root, item, 0)

def insertR(node, item, d):
if node == None:
return TrieNode (item)
if (node.left == None) and (node.right == None):
return split( TrieNode (item), node, d )
if digit(item.key, d) ==
node.left = insertR(node.left, item, d+1)
else:
node.right = insertR(node.right, item, d+1)
return node

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 128
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def split(nodeP, nodeQ, d):
nodeN = TrieNode (None)

if splitcase == 0: # 00
elif splitcase == 3: # 11

elif splitcase == 1: # 01
nodeN.left = nodeP
nodeN.right = nodeQ

elif splitcase == 2: # 10
nodeN.left = nodeQ
nodeN.right = nodeP

else:
print "Can't happen!"

return nodeN

splitcase = 2 * digit(nodeP.item.key, d)
+ digit(nodeQ.item.key, d)

nodeN.left = split(nodeP, nodeQ, d+1)

nodeN.right = split(nodeP, nodeQ, d+1)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11
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Anwendung: Routing in Netzwerken

= Netzwerk: miteinander
verbundene Computer ? ? ?

= |[nternet = miteinander verbundene

Netzwerke

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 11

Search Trees 130
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Routing und Forwarding

= Wie gelangt eine Nachricht von Computer A zu Computer B?
= Beispiel Brief-Adresse: Strafle/Hausnummer, Postleitzahl/Ort
- 2 Schritte: zuerst die richtige Postleitzahl, dann das richtige Haus
= Bei Computernetzwerken:

- Zuerst muR das richtige Netzwerk ermittelt werden, dann der richtige Computer

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 131

IP-Adressen

= Adresse eines Computers im Internet:
= 32 Bits lang, meist in Punktnotation, z. B. 139.174.2.5
= Besteht aus zwei Teilen: Netzwerkadresse und Host-Adresse
= Beispiel: 139.174.2.5 =

10001011101011100000001000000101

N
Netzwerkadresse Host-Adresse

= Anzahl der Bits fiir jeden Teil ist nicht festgelegt!

= Um IP-Adressen richtig interpretieren zu kénnen, mufd man die Anzahl
der Bits, mit denen das Netzwerk kodiert wird, kennen!

= Wie man den Netzwerkanteil bestimmt, kommt demnéachst

= Lange der Netzwerkadresse bzw. die Netzwerkadresse selbst wird im
folgenden Prafix heilen

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 132
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Weiterleitung (Forwarding)

= Weiterleitung wird erledigt durch
sog. Router

= Ein Router hat viele sog. Ports,
die mit Computern oder anderen
Routern verbunden sind

= Fur eingehende Nachricht mul} der Router
entschieden, zu welchem Ausgangsport
sie geschickt wird — hop-by-hop
Weiterleitung

. .
Aufbau: Forwarding
Taple
Forwarding | — 5]
0
Forwarding
Table
Forwardin -
=0~
Forwarding
Table
Forwarding —|
=0~

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

Output
Schecﬁlling

Interconnect

Search Trees 133

0,1

Der Router

= Erstelle Routing-Tabelle mit "allen" Netzwerkadressen
= Routing-Tabelle verkniipft Netzwerkadressen mit Ausgangsports

= (Die Routing-Tabelle zu erstellen ist ein anderes Problem)

Packet Router

SEIIGEIN header ﬁl
Destination Routing Lookup __| Outgoin
Address Data Structure pgort 9

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 134

e
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Beispiel einer Routing-Tabelle

Destination IP Prefix Outgoing Port

65.0.0.0{ 8 3
Prdfix-Lange
128.9.0.0/16 1
142.12.0.0/19 7
142.12.0.0/19
128.9.0.0/16 —_—
65.0.0.0/8 _—

G. Zachmann

65.0.0.0 65.255.255.255

!

Informatik 2 — SS 11

I
2321
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= Problem: Prafixe kdnnen Uberlappen!

Longest matching

prefix

128.9.176.0/24
128.9.16.0/21 128.9.172.0/21
142.12.0.0/19

128.9.0.0/16
65.0.0.0/8 -_—

| | |
128.9.16.14 231

= Eindeutigkeit wird durch Longest-Prefix-Regel gewahrleistet:
1. Vergleiche Adresse mit allen Prafixen

2. Gibt es mehrer Préfixe, die matchen (bis zu ihrer Lange), wahle
denjenigen Prafix, der am langsten ist (d.h., am "genauesten")

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 136
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Anforderungen

= Geschwindigkeit:

= MuR ca. 500,000...15 Mio Pakete pro Sekunde routen/forwarden

= Update der Routing-Tabelle:

- Bursty: einige 100 Routes auf einen Schlag hinzufiigen/Iéschen — effiziente

Insert/Delete-Operationen w0000

- Frequenz: im Mittel

ca. 100 Updates / Sekunde so0000

= Speicherbedarf:

= Anzahl der Netzwerk-

adressen ist grofl}

= Hatte man fur jede mdgliche
Netzwerkadresse eine Zeile in
der Tabelle, dann brauchte jeder

350000

250000

200000

BGP RIB Entries

150000

100000

50000

PO

8

/

Router eine grofte Menge an Speicher

Date

= Das wiederum hatte Auswirkungen auf die Geschwindigkeit

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

o 5 .
94 95 9 97 98 99 00 0L 02 03 04 05 06 07 08 09 10
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http://bgp.potaroo.net/

Beispiel einer Routing-Tabelle

000 A }/
001 A

010 A

011 B

100 A

101 B

10 B

111 B

Netzwerk- Ausgangs

Adresse port

00*
010
011
100
101
11*

A, 2 0*
A, 3 011
B, 3 1
A3 100
B, 3

B, 2

T

Lange des Préafix

AT * A0
B,3H011 B, 3
B, 1 1* B, 1
A3 100 A3

Search Trees 139
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Problem

= Gegeben:
= Menge von n Préafixen plus Lange jedes Prafix',
= Bit-String zum Vergleich
= Ziel: effiziente Algorithmen zur
= Bestimmung des Longest Matching Prefix
= Einfligen von Préfixen in die Tabelle

= Ldschen von Prafixen in der Tabelle

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

Search Trees 140

1. Ansatz: Lineare Suche (= Brute-Force)

= Jeden Eintrag prufen

= Sich den longest match merken

= Zeitkomplexitat Einfigen: O(1)

= Zeitkomplexitat Léschen: O(n)

= Average-Case lookup: O(n/2) = O(n)
= Worst-Case lookup: O(n)

= Speicherkomplexitat: O(n)

G. Zachmann  Informatik 2SS 11
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2. Ansatz: Sortierte Bereiche

= Erstelle von jedem Tabelleneintrag zwei "Marker":
= Jeder Marker ist 1 Bit langer als der langste Prafix
= Linker Marker ([) = Tabelleneintrag, aufgefullt mit 0-en
= Rechter Marker (]) = Tabelleneintrag, aufgefillt mit 1-en

= Beide Marker zusammen definieren den Bereich, den der Prafix abdeckt
(abzuglich eventueller Intervalle in dessen Innerem, die von langeren
Préfixen belegt werden)

= Assoziiere Prafixlange und Prafixe mit den Markern

= Sortiere Marker

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 142

Beispiel

* A0
011 B,3 ) )
Marker sind 4 Bits lang

1* B, 1

100 A3
0000 1111 0110 0111 1000 1111 1000 1001
A0 A0 B 3 B 3 B, 1 B, 1 A3 A3
0000 0110| | 0111 1000 1000 1001 1111 1111
A0 B, 3 B, 3 B, 1 A3 A3 B, 1 A0

c 1 * © 11t

G. Zachmann  Informatik 2SS 11 Search Trees 143




Komplexitat

= Zeitkomplexitat Einfigen: O(n log(n))
= Zeitkomplexitat Léschen: O(n log(n))
= Zeitkomplexitat Lookup: O(log(n))

= Speicherkomplexitat: O(2n)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11
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3. Ansatz: Lésung mit DST / Trie

= Wird in aktuellen Routern verwendet

= Erstelle einen Binarbaum

= Jede Stufe des Baumes wird jeweils mit dem ndchsten Bit indiziert
= Der Baum wird nur so weit aufgebaut, wie ndtig

= Bezeichne jeden Knoten im Baum mit dem Port, der dem Préafix
zugeordnet ist
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Beispiel

011
1*

A, 0
B, 3
B, 1

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11
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011
1%
100

G. Zachmann

A, 0
B, 3
B, 1
A 3

Informatik 2 - SS 11
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Komplexitat

= b = maximale Anzahl Bits der Eintrage
= Zeitkomplexitat Lookup: O(b)

= Zeitkomplexitat Einfigen: O(b)

= Zeitkomplexitat Léschen: O(b)
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Allgemeine Tries

= Verwaltung von Keys verschiedener Lange:

= Flige spezielles Zeichen (z.B. $) zum Alphabet hinzu
(Terminierungszeichen, Terminator)

= Flge dieses Zeichen am Ende jedes Keys hinzu

= Effekt: die Menge der Keys wird préafixfrei, d.h., kein Key ist Prafix eines
anderen

= (Das Ganze ist nur ein "Denkhilfsmittel"!)

= Keys werden als Zeichenfolgen eines Alphabets $,a1,...,an
ausgedruckt:

= Zahlen: m=10+1
= Buchstaben: m=26+1

= alpha-numerische Zeichen: m=36+1
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m-stufiger Trie

= Ein Knoten eines Trie Uber Alphabet der Machtigkeit m ist ein
Vektor mit m+1 Zeigern:
= Jedes Vektorelement reprasentiert ein Zeichen des Alphabets
= Fiir ein Zeichen ak an der i-ten Stelle in einem Key gibt es einen Zeiger
an der Stelle k in einem Vektor auf der i-ten Stufe des Baumes
= Dieser Zeiger
- zeigt auf einen Unterbaum fur die "normalen" Zeichen (P1...Pp,), oder

- es ist nur ein, von NULL verschiedener, Dummy-Wert (Fall Py; zeigt also an,
daB es einen Key gibt, der hier endet)

$ a a
Po | Py

VoVl el i
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Beispiel

= Ein Trie fur die Schlissel AB, ABAD, ABBA, ADA, BAD, BADE,
..... E}und $

DA, DADA, EDA, EDDA, EDE (ber dem Alphabet {A
als Terminator

WARE G
S LU GITET BLETT LT

ABAD ABBA ABBE BADE
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Bemerkungen

= Grundlegende Struktur eines Tries (mit fester Schliissellange) ist
einem B-Baum &hnlich:

m-Wege-Baum m-way Trie
Key-Menge wird durch Key-Menge wird durch
Separatoren in die Unterbdume "Selektoren" in die Unterbaume
aufgeteilt aufgeteilt
Blatter zeigen auf Nutzdaten Knoten mit gesetztem Terminator

zeigen auf Daten

= Belegung der Knoten nimmt zu den Blattern hin ab (schlechte
Speicherausnutzung)

= Analog gibt es auch einen m-Wege-DST
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o i
) 4

Suchen im Multi-Way Trie

= Schema: verfolge den fur das aktuelle Zeichen im Key
"zustandigen" Zeiger

k = Input-Key
Index i = 0
starte bei x = Wurzel
while i < Lange (k) :
teste Zeiger x.sel[ k[i] ]
if Zeiger == None:
Key k ist nicht im Trie
else:
x = x.sel[ k[i] ]
i+=1
teste, ob Flag in x["$"] gesetzt
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= Anzahl der durchsuchten Knoten = Lange des Schllssels + 1

= Vorteil: Such-Komplexitat ist unabhangig von der Anzahl der
gespeicherten Schlissel
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Einflgen in einen Trie

= Analog zum Suchen: verfolge Zeiger

= Falls Key zu Ende: teste Terminator-Flag ($-Feld)
= Falls schon gesetzt — Key war schon im Trie

= Sonst: setzen, Daten dort speichern

= Falls Zeiger nicht vorhanden (Key noch nicht zu Ende): erzeuge
neue Knoten

= Spezialbehandlung, falls man die reinen "Terminierungsknoten”
eingespart hat
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Loschen aus einem Trie

= Baum durchsuchen, bis der Terminator ($) gefunden ist

= Terminator $ I6schen

= alle Zeiger des Knotens Uberpriifen, ob sie alle auf NULL sind
= nein — L&sch-Operation ist beendet

= ja (alle sind NULL) — I6sche den Knoten und Uberpriife den
Vaterknoten, falls der jetzt auch leer, dann wiederhole

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11
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Bemerkungen

= Die Struktur eines Trie's hangt nur von den vorliegenden Keys ab,
nicht von der Reihenfolge der Einfliigungen!

= Keine optimale Speichernutzung, weil die Knoten eine feste Lange
haben, auch bei minimaler Belegung

= Haufig ist One-Way-Branching (z.B. BEA und ABADE)

= Ldsung: zeigt ein Zeiger auf einen Unterbaum,
der nur einen Key enthalt,

wird der Key im Knoten gespeichert

ABBA

ABBE

G. Zachmann  Informatik 2SS 11
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PATRICIA Trees

= Sind eine Variante der binaren Tries:
= Hat nur einen Typ Knoten

Alphanumeric" [Morrison, 1968]

= |deen:

Teilbaum bis dahin den gleichen Prafix haben)

G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11

= Vermeidet Pfade im Baum ohne Gabelung ("Einweg-Pfade")

2. Speichere Keys/Daten an ("irgendeinem") inneren Knoten

= PATRICIA = "Practical Algorithm to Retrieve Information Coded in

1. Speichere an inneren Knoten die Anzahl Bits, die Ubersprungen
werden kénnen und nicht getestet werden brauchen (weil es sowieso
keine Gabelung auf dem Pfad darunter gibt, d.h., alle Keys in diesem

Search Trees 159

Einweg-Pfade vermeiden

[1000(% [10001} {1110@ [11110} [11111}

G. Zachmann  Informatik 2SS 11

K, = 10000
K, = 10001
K;=11100
K,=11110
Kg=11111
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Beispiel zur Suche in PATRICIA

wCcHImwCI

7-Bit-ASClII kodierte Schlissel:

—Cc<—H4=>»I

H
IE HEINZ = 10010001000101100100110011101011010
N Test-Bit 9 gehe links
R Test-Bit 10 gehe links
IC Test-Bit 11 gehe rechts
H Test-Bit 18 gehe links
Test-Bit 28 gehe rechts
Test-Bit 31 gehe rechts, Blatt, vergleiche, OK
G. Zachmann  Informatik 2 —SS 11 Search Trees 161

Eine praktischere Variante der PATRICIA Trees

= Nummeriere Bits der Keys von rechts nach links (0O = rechtes Bit)

= Speichere im Knoten die Nummer desjenigen Bits, das an diesem
Knoten getestet werden muf}

= Daher manchmal auch der Name “crit bit tree" fur "critical bit tree"

= Konsequenz: auf jedem Pfad durch den Baum von oben nach
unten nehmen diese Nummern ab
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= Ldsung flr das Problem der zwei verschiedenen Knoten-Arten:
= Speichere Keys (bislang in Blattern) in ("irgend einem") inneren Knoten
= Geht gut, weil #Blatter = #innere Knoten + 1

- Man braucht nur einen "Extra-Knoten"

= Knoten haben jetzt 2 verschiedene Funktionen zu verschiedenen
Zeiten:

= Knoten = Selektor wahrend der Traversierung
= Knoten = Daten-Container am Ende der Traversierung

= Es gibt keine "richtigen" Blatter mehr
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Beispiel

00001
10011
00101
10010
00011
01000
01001
01110
00111
11000
01101
10000
01100

o
mU9ZXAOZ-“INI®™ML>
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Die Suche in PATRICIAs

= Laufe im Baum abwarts, wobei man den Bitindex in jedem Knoten
benutzt, um festzustellen, welches Bit im Key zu testen ist

= Die Keys in den Knoten werden auf dem Weg im Baum abwarts
Uberhaupt nicht beachtet!

= Schliel3lich wird ein aufwarts zeigender Pointer auf einen inneren
Knoten vorgefunden — flhre vollstdndigen Vergleich zwischen
gesuchtem Key und Key in jenem inneren Knoten durch.

= Es ist leicht zu testen, ob ein Zeiger nach oben zeigt, da die
Bitindizes in den Knoten (per Definition) kleiner werden, wenn man
sich im Baum abwarts bewegt.
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Einflgen in PATRICIAs

= 2 Falle

= Zunachst: aulleres Einflgen in einen Patricia-Baum
= Beispiel: Z = 11010 einfugen:

= rechten Zeiger von X (der ja nach oben zeigt) ersetzen durch einen
Zeiger, der auf einen (neuen) "Testknoten" zeigt;

= neuen Testknoten erzeugen, der X und Z unterscheiden kann (Bit 1
testen, da X = 11000);

= von dort aus linken Zeiger nach X hoch, rechten Zeiger auf Z hoch
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= Zweiter Fall (etwas komplizierter): Inneres Einfligen
= Wenn der Key auf dem Weg im Inneren eingefligt werden muf}
= D.h., das Bit, das diesen Key von den anderen unterscheidet, wurde bei
der Suche Ubersprungen
= Beispiel: T = 10100 einflgen
= Suche endet bei P = 10000.
= T und P unterscheiden sich in Bit 2, einer Position, die wahrend der
Suche ubersprungen wurde. Die Forderung, daf die Bitindizes fallen
mussen, wenn man sich im Baum abwarts bewegt, macht es notwendig,
T zwischen X und P einzufiigen, mit einem nach oben auf T selbst
gerichteten Zeiger, der seinem eigenen Bit 2 entspricht.

= Beachte: die Tatsache, daf} Bit 2 vor dem Einfiigen von T Gbersprungen
wurde, impliziert, dal® P und R den gleichen Wert von Bit 2 besitzen.
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Eigenschaften

= Sedgewick: "Patricia stellt die Quintessenz der digitalen
Suchmethoden dar"

= Knuth: "Patricia is a little tricky, and she requires
careful scrutiny before all of her beauties are revealed."

= Haupttrick: Patricia identifiziert diejenigen Bits, die die
Suchschlussel von anderen unterscheiden, und baut sie in eine
Datenstruktur (ohne Uberflissige Knoten) ein, so dafl man schnell
von einem beliebigen Suchschlissel zu dem einzigen Schllssel in
der Datenstruktur kommt, der gleich sein kdnnte.
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= Satz:

Ein Patricia-Trie, der aus N zufalligen Keys mit b Bits erzeugt

wurde, hat N Knoten und erfordert fiir eine durchschnittliche Suche
log(N) Bitvergleiche.

= Bemerkung:
= Die Bit-Lange der Schlissel spielt keine Rolle!
= Die 0.g. Komplexitat ist eine Bitkomplexitat.

= Bei allen anderen Suchmethoden ist die Lange der Keys in irgendeiner
Weise in die Suchprozedur "eingebaut” (z.B. beim Vergleich von
kompletten Keys)
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