Erinnerung: das Knapsack-Problem

= Das 0-1-Knapsack-Problem:

das Gewicht w; besitzt

= Maximiere den Gesamtwert bei vorgegebenem Hochstgewicht W

-w; und W sind Ganzzahlen

- "0-1": jeder Gegenstand muf} komplett genommen oder dagelassen werden

= Abwandlung: fraktionales Knapsack-Problem (fractional KP)

= Man kann Anteile von Gegenstadnden wahlen

= Z.B.: Goldbarren beim 0-1-Problem und Goldstaub beim fraktionalen
Problem

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 1

= Wahle aus n Gegenstanden, wobei der i-te Gegenstand den Wert v; und

wd Das fraktionale Rucksack-Problem

= Gegeben: n Gegenstande, i-ter Gegenstand hat Gewicht w; und
Wert v;, Gewichtsschranke W

= Gesucht:

n
ai,...,an€[0,1] mit > qw; < W
i=1

n
und maximalem Wert Z qiVvj
i=1

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 12
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Der Algorithmus

# Input: Array G enthdlt Instanzen der Klasse Item

# mit G[i].w = Gewicht und G[i].v = Wert

def fract_knapsack( G, w_max ):
sortiere G absteigend nach (G[i].v / G[i].w)
w=20 # = bislang "belegtes" Gesamtgewicht
for i in range( 0, len(G) ):

if G[i].w <= w_max - w:

qlil =1
w += G[i] .w
else:
q[i] = (w_max — w) / G[i].w
break # w_max ist ausgeschoepft
return q

= Aufwand: O(n) + O(n log n)
N——

Sortieren
G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10

Greedy-Algorithmen 13
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Korrektheit

= Hier nur die Beweisidee:
= Der Greedy-Algorithmus erzeugt Ldésungen der Form
1,...1,06i0,...,0)
= Ann.: es existiert eine bessere Losung (q'1, ..., @'m);
diese hat die Form
1,...14}...9%0,..,0)
= Zeige, dal} man aus dieser L6sung eine andere Lésung

(@™, ---, 9"m) konstruieren kann, die dasselbe Gewicht hat, aber
grolkeren Wert, und mehr 1-en oder mehr 0-en

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 14

53

258

b




Ay .
= Achtung: Der Greedy-Algorithmus funktioniert nicht fiir das
0-1-Rucksack-Problem
= Gegenbeispiel: W =50
Gegenstand | Gewicht | Wert vl w;
1 10 60 6
2 20 100 5
3 30 120 4
*Greedy > 1x G+ 1xGy
= Optimal > 1 x Gy +1x G3
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 15
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Elemente der Greedy-Strategie

= Die Greedy-Choice-Eigenschaft: global optimale Lésung kann
durch lokal optimale (greedy) Auswahl erreichet werden

= Die optimale (Greedy-)Unterstruktur:

= Eine optimale Lésung eines Problems enthalt eine optimale Losung
eines Unterproblems, und diese Teilldsung besteht aus 1 Element
weniger als die Gesamtlésung

= M.a.W.: es ist mdglich zu zeigen: wenn eine optimale Lésung A Element

sjenthalt, dann ist A'= A\ {sj} eine optimale Losung eines kleineren
Problems (ohne s; und evtl. ohne einige weitere Elemente)

- Bsp. ASP: A\ {k} ist optimale Lésung fur S’

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10

Greedy-Algorithmen

16
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= Optimale (Greedy-)Unterstruktur (Fortsetzung):

= Man muf} nicht alle mdglichen Unterprobleme durchprobieren (wie bei
Dyn.Progr.) — es genlgt, das "nachstbeste" Element in die Losung
aufzunehmen, wenn man nur das richtige lokale(!) Kriterium hat

- Bsp. ASP: wahle "vorderstes" kompatibles f;

= Méglicherweise ist eine Vorbehandlung der Eingabe nétig, um die lokale
Auswahlfunktion effizient zu machen
- Bsp. ASP: sortiere Aktivitaten nach Endzeit f;

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 17

[$208

Allgemeine abstrakte Formulierung des Greedy-Algos

= Die Auswahl-Funktion basiert fir gewohnlich auf der Zielfunktion,
sie kdnnen identisch sein, oft gibt es mehrere plausible Fkt.en

# C = Menge aller Kandidaten
# select = Auswahlfunktion
s =[] # = Losung = Teilmenge von S
while not solution(S) and C !'= []:
x = Element aus C, das select(x) maximiert
c=cC\ x
if feasible(S,x): # is x compatible with S?
S += x
if solution(S):
return S
else:
return “keine Losung”

= Beispiel ASP:
= Zielfunktion = Anzahl Aktivitaten (Max gesucht)
= Auswahl-Funktion = kleinstes f; € S’

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 18
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! Scheduling in (Betriebs-) Systemen

Bank, usw.) hat n Kunden zu bedienen

Kunde i bendtigt die Zeit f;, 1<i<n
= Ziel:

= Gesamtverweildauer

i=1

aller Kunden im System minimieren

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10

= Ein einzelner Dienstleister (ein Prozessor, ein Kassierer in einer

= Die Zeit, die fir jeden Kunden bendtigt wird, ist vorab bekannt:

n
T =) ( Zeit im System fiir Kunde /)

Greedy-Algorithmen 19
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Beispiel

= Es gibt 3 Kunden mitt; =5, =10,13=3

Reihenfolge T

1 213 54G5+10)+(5+10+3)

=38

1 312 5465+3)+(5+3+10)

=31

2113 10+ (10+5) + (10 + 5 + 3)

=43

213 |1 10+ (10+3)+ (10 + 3 +5)

=41

301 2 3+B+5)+B+5+10)

=29 < optimal

3121 3+B+10)+(3+10+5)

=34

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10
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Algorithmenentwurf

= Betrachte einen Algorithmus, der den optimalen Schedule Schritt
fur Schritt erstellt

= Angenommen, nach der Bedienung der Kunden iy, ..., i, ist Kunde

J an der Reihe; die Zunahme von T auf dieser Stufe ist
thy+...+t,+t
= Um diese Zunahme zu minimieren, muf} nur tj minimiert werden

= Das legt einen einfachen Greedy-Algorithmus nahe: flige bei
jedem Schritt denjenigen Kunden, der die geringste Zeit bendtigt,
dem Schedule hinzu (— "shortest job first")

= Behauptung: Dieser Algorithmus ist immer optimal

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 21
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Optimalitatsbeweis

= Seil= (i1, ..., in) eine Permutation von {1, 2, ..., n}

= Werden die Kunden in der Reigenfolge I bedient, dann ist die
Gesamtverweildauer fir alle Kunden zusammen

T = ti1+(tf1+t/2)+(ti1+tf2+tl'1)+"'
= nt,-l—l—(n—1)t,-2+(n—2)t,-1—|—~-

=Y (n—k+1t,

k=1

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 22
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= Jetzt nehmen wir an, dall in I zwei Zahlen a, b gefunden werden
kénnen, mita < b und t;, > t;,
= Durch Vertauschung dieser beiden Kunden ergibt sich eine neue
Bedienungsreihenfolge I', die besser ist, weil
n
T =(n—a+t,+(-b+1)t;, + > (n—k+1t;,
k=1
k#a,b
n
TI)=(n-a+Dtj,+(n—b+Dti,+ > (n—k+1t;,
k=1
k#a,b
T - TUI)=(n-a+1)(t,—t,)+ (n—b+1)(t;, - t;,)
= (b—a)(tj, — tj,)
>0
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 23
ity g
Reihenfolge 1 a b n
bedienter Kunde i B A O
Bedienzeit t, -t t, - b
nach Austausch und von t; undt;, \ >< \
Bedienzeit ti R t,
bedienter Kunde i T O in
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 24
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Das SMS-Aufkommen der letzten Jahre 3!

= 1.51012 SMS (text messages) im Jahr 2009 allein in den USA
= Annualized Total Wireless Revenues = $ 152.6 Milliarden
[USA, 2009]

= 23109 text messages in one week in China around (Chinese) New
Year 2010

= 9.6-109 text
messages in UK
im Dez. 09
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Text Messages Sent (Millions)
= E
=
3

8888338888565 888¢
< Q < o < Q < o < Q < o < (&3 < C
= i > pi) = o = pi) = o = pi) = o > 1
= o 7T o 7o 7o T a o o 7o
Date
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Figure 12: Average Number of Monthly Texts and Phone Calls
U.S. Mobile Teens 13-17
3500
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0 255
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Number of Calls Sent/Received Number of Billed SMS Sent/Received

Source: The Nielsen Company

= Fazit: eine gute Kodierung ist sehr wichtig
= "Gut" = Kodierung, die Bandbreite spart

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 26
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Kodierung und Kompression

= Kodierung = Konvertierung der Darstellung von Information in eine
andere Darstellung

= Beispiel: Schriftzeichen sind ein Code, ASCII ein anderer Code

= Eine (von vielen) Aufgaben der Kodierung: platzsparende
Speicherung von Information (Kompression)

= Fixed-length code = konstante Zahl von Bits pro Zeichen
(z.B. ASCII)

= |dee der Huffman-Kodierung: Kodiere einzelne Zeichen durch
Code-Warter mit variabler Lange (variable-length code)

= Haufig auftretende Eingabewdrter werden mit einem kurzen Code
dargestellt

= Seltene Eingabeworter bekommen ein langeres Code-Wort

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 27
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Beispiel Morsecode

= Morsecode kodiert Buchstaben in Abhangigkeit der Haufigkeit

A B C D E F G H I J K L M

N ) P Q R S T U \Y W X Y Z

= Alphabet = drei Zeichen: ¢, —, o (Pause)
B HALLO — eeeoJoe—[Je—es oo ] ———

= Die Pause ist ein wichtiges Zeichen:
----- —e+—eee—ee——— — EEEEETETEEETEETTT
..... —e_ese_ee___ —» |STRERAM
..... —e_eee_ee_—— —» HRBXM
----- —e—eee_ee__ — ||AAIAIO ... usw.

® Frage: gibt es Codes ohne Pause-Zeichen (= Leerzeichen), die
trotzdem eindeutig decodiert werden kénnen? (und kurz sind!)

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 28
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&KH Eindeutige Codes

= Definition der Fano-Bedingung:
Eine Kodierung besitzt die Fano-Eigenschaft <
kein Code-Wort ist Prafix eines anderen Code-Wortes

Solche Codes heilen prefix codes

Idee: betrachte Eingabeworter als Blatter eines Baumes

Ein Code-Wort entspricht dem Pfad von der Wurzel zum Blatt
= Verzweigung zum linken Sohn — ,0“

= Verzweigung zum rechten Sohn — ,1“

Erflllt offensichtlich die Fano-Bedingung

Lange eines Code-Wortes = Tiefe des entsprechenden Blattes

= Ziel ist also: haufige Zeichen mdglichst weit oben im Baum ansiedeln

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10

Greedy-Algorithmen

29
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= Beispiel: = = {A, B, C, D, E}, Text = AABAACDAAEABACD

0,
° @ @ ® ©
10 & 00 o0 10 (0 (£
10 o806 170 1M
1m0 1M1 000001000010110000011100010010110

— 33 bits

001000110111000111101001101110
— 30 bits

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen
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= Bemerkung: jeder beliebige Baum mit M Blattern kann benutzt

werden, um jeden beliebigen String mit M verschiedenen Zeichen
zu kodieren:

= Die Darstellung als Binar-Baum mit einer Annotation der Zweige mit "0"
bzw. "1" garantiert, daf} kein Code-Wort Préfix eines anderen ist

= Somit 1aRt sich die Zeichenfolge unter Benutzung des Baumes auf
eindeutige Weise decodieren

= Der Algorithmus: bei der Wurzel beginnend bewegt man sich
entsprechend den Bits der Zeichenfolge im Baum abwarts;
jedesmal, wenn ein Blatt angetroffen wird, gebe man das zu diesem
Knoten gehorige Zeichen aus und beginne erneut bei der Wurzel

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 31
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Herleitung der Huffman-Kodierung

= Lemma: Ein optimaler Baum zur Kodierung ist ein voller Baum,
d.h., jeder innere Knoten hat genau 2 Kinder

= Beweis durch Widerspruch (Ubungsaufgabe)

— Sei X'das Alphabet, dann hat der Baum |2] viele Blatter (klar) und
|2]-1 innere Knoten (s. Kapitel iber Baume)

= Gegeben: String S = s1...s, Uber X'.
Sei Hg(c) = absolute Haufigkeit des Zeichens ¢ im String S
Sei d7{c) = Tiefe von ¢ im Baum T = Lange des Codewortes von ¢

= Anzahl Bits zur Kodierung von S mittels Code T ist

Br(S) = Hs(c)dr(c)

cex

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 32
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= |m folgenden: arbeite mit der mittleren Codewort-Lange,
gemessen Uber alle mdglichen (sinnvollen!) Texte der Sprache
(z.B. Deutsch)
1
B(T) = Lange aller Texte Br(alle Texte)
= Anders geschrieben:
B(T) =) hs(c)dr(c)
cex
wobei hg(c) = relative Haufigkeit des Zeichens ¢ in der
betrachteten Sprache S
= Ziel: Baum T bestimmen, so dal® B(T) = min
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 33
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= Lemma:

Seien x, y € X' die Zeichen mit minimaler Haufigkeit in S.

Dann existiert ein optimaler Kodierungs-Baum fiir 2,
in dem x und y Brider sind
und auf dem untersten Level.

= Beweis durch Widerspruch:

= |dee: ausgehend von irgend einem optimalen Baum,
konstruiere neuen Baum, der auch optimal ist
und die Bedingungen erfllt

= Ann.: T ist optimaler Baum,
aber x, y sind nicht auf max. Level
— es ex. 2 Blatter a, b, die Brider sind,

Mt 4 (a) = dr(b) > dr(x), dr(y)

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 34
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= Vertausche Blatter x und a —
ergibt einen Baum T', der besser ist:

B(T) - B(T)
= h(c)dr(c) = _ h(c)dr(c)

= h(X)dT(X) + h(a)dr(a) - h(X)dT/(X) — h(a)dT/(a)
= h(x)dr(x) + h(a)dr(a) — h(x)dr(a) — h(a)dr(x)

= (h(a) = h(x)) (dr(a) — dr(x))
>0

= Analog: y und b vertauschen ergibt T" mit

B(T") < B(T)

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 35

iy

= Lemma:
Seien x, y € 2 Zeichen mit minimaler Haufigkeit.
Setze X' := X'\ {x, y} U {z}. (z ist ein neues "erfundenes" Zeichen.)
Definiere h auf X" wie auf X' und setze h(z) := h(x) + h(y).
Sei T ein optimaler Baum (bzgl. Codelange) tber 2".

Dann erhalt man einen optimalen Baum T fir 2'aus T', indem
man das Blatt z in T ersetzt durch einen inneren Knoten mit den
beiden Kindern x und y.

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 36
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= Beweis:
= Zun&chst B(T) mittels B(T") ausdrlcken: - - r
Ve e Z\{x,y}:dr(c) =dw(c) z T
dr(x) =dr(y)=dp(2) +1
h(x)dr(x) + h(y)dr(y) = (h(x) + h(y)) (dr(z) + 1)
= h(z)dr(z) + h(x) + h(y)
B(T) = B(T') + h(x) + h(y)
= Ann.: T ist nicht optimal — es gibt (optimales) T" mit B(T") < B(T)
- T"optimal — x, y sind Briider auf unterstem Level in T" (gemaB erstem Lemma)
- Erzeuge Baum T" aus T", in dem x, y und deren gemeinsamer Vater ersetzt
werden durch ein neues Blatt z, mit h(z) = h(x) + h(y)
- B(T") = B(T") = h(x) = h(y) < B(T) — h(x) — h(y) = B(T")
- Also ware schon T' nicht optimal gewesen — Widerspruch!
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 37
1 4
L Der Huffman-Code <
= |dee: erzeuge einen optimalen Code-Baum mit zwei Schritten
1. Sortiere die Zeichen nach ihrer relativen Haufigkeit
2. Erzeuge den Baum ,bottom-up“ durch wiederholtes Verschmelzen der
beiden seltensten Zeichen
= Beispiel: = ={A, B, C, D, E}
1. Ermittlung der Haufigkeiten und Sortierung
Zeichen h
A 8/15
B 2/15
C 2/15
D 2/15
E 1/15
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 38
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2. Aufbau des Baums

(rel. Haufigkeiten sind mit 15 erweitert)

A: 8 B:2 C:2 D:2 E:1
H_J
T

A:8 Z:3 B:2 C:2
H_J

M~

A: 8 Y:4 Z:3

%{_J
N
A: 8 X7
| S —

Nouveau

W: 15

G. Zachmann  Informatik 2 - SS 10

Greedy-Algorithmen
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Der Algorithmus zur Erzeugung des Codes

#C Alphabet, jedes cEC hat c.freq
# g = P-Queue, sortiert nach c.freq

fiige alle cEC in q ein
while q enthdlt noch mehr als 1 Zeichen:
x = extract min( q )
y extract min( q )
erstelle neuen Knoten z mit Kindern x und y

z.freq = x.freq + y.freq
q.insert( z )
return extract min(q) # = Wurzel des Baumes

(snwiyoB|y-Apasis) ule isi salp :Bunsawuy)

i

G. Zachmann

http://graphics.ethz.ch/teaching/former/-

infotheory0506/Downloads/-

Applet_work_fullscreen.html

Informatik 2 — SS 10
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Gesamt-Algorithmus zum Kodieren eines Textes

1. Aufbau des Code-Baums (muR man nur 1x machen)
= Haufigkeit beim Durchlaufen des Text-Korpus ermitteln
= Heap flr die Knoten, geordnet nach Haufigkeit
= Code-Baum konstruieren (greedy)

2. Erzeugen der Code-Tabelle (dito)
= Traversierung des Baumes

3. Kodieren des Textes
= Look-up der Codes pro Zeichen in der Code-Tabelle

4. Optional:

= Erzeuge fir jeden Text eine eigene Code-Tabelle (Schritt 1 und 2)
= Ubertrage die Code-Tabelle mit dem Text

= Lohnt sich nur, falls Lange des Textes << Lange der Code-Tabelle

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen
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= Dekodierung mit Huffman-Codes

= Aufbau des Code-Baums

= Ergibt bindren Baum (linkes Kind = "0", rechtes Kind = "1")
= Dekodieren der Bitfolge (= kodierter Text)

= Beginne an der Wurzel des Code-Baums

= Steige gemal der gelesenen Bits im Baum ab

= Gib bei Erreichen eines Blattes das zugehdrige Zeichen aus und
beginne von vorne

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen
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= Beispiel: Kodierung ganzer Worter A
Codie- Wkeit
rungs- des Auf- | Code- | Code-
einheit | tretens Wert Lange
the 0,270 01 2
of 0,170 001 3
and 0,137 111 3
to 0,099 110 3
a 0,088 100 3
in 0,074 0001 4
that 0,052 1011 4
is 0,043 1010 4
it 0,040 00001 5
on 0,033 00000 5
G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 45
- - pfn
= Effiziente Ubertragung der Code-Tabelle A

= Beobachtungen:

= Genaue Lage eines Zeichens im Baum ist egal! Wichtig ist nur die Tiefe!
(und, natdrlich, eine konsistente Beschriftung der Kanten)

= Umarrangieren liefert Baum, in dem Blatter von links nach rechts tiefer
werden

= Codes der Zeichen a@ndern sich, nicht aber die Optimalitat
= Darstellung des Baumes:

= Gib Anzahl Zeichen mit bestimmter Lange an,
gefolgt von diesen Zeichen, aufsteigend nach Lange

= Beispiel:

-1 Zeichen der Lange 1, 0 der Lange 2, 4 der Lange 3
-01,A,00,,04,B,C,D, E

= Damit lasst sich der urspriingliche Baum wieder genau rekonstruieren

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 46
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NKB} Eigenschaften

® |In gewissem Sinn(!) optimaler, d.h. minimaler, Code

voneinander; die Zeichen werden immer einzeln kodiert
= Keine Kompression fur zufallige Daten
= Alle Zeichen habe annahernd gleiche Haufigkeit
= Erfordert i.A. zweimaliges Durchlaufen des Textes
= Ermdglicht kein ,,Stream Processing*
= Das Wérterbuch muf} i.A. zusatzlich gespeichert wer
= Fir grof’e Dateien vernachlassigbar

= Nicht aber fir kleine

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10

= Voraussetzung u.a.: Vorkommen der Zeichen ist unabhangig

den

Greedy-Algorithmen 47

Anwendungsbeispiele der Huffman-Kodierung

= MP3' (SE‘:JC;?J::\) Subg;nder
Kompression:

2'768 Kbit/s

Kontrolle der
Quantisierungs-
schieife

Kodierung der
Zusatz-
informationen

]| Datenstrom-

kodierter
Datenstrom

2'16 bis
> formatierung | 2160 Kbit/s
—

zusétzliche
Daten
(optional)

RGB to YIQ

= JPEG-Kompression:

fepiional)

10

for each plane (scan) |

]
for each DCT — Quant
38 block D*D_»

DPCM

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10

[ SE——
IHuffman or
01101. RLE
Arithmetic E‘—

Zig-zag

Greedy-Algorithmen 50

“

?

6/17/10

18



Zusammenfassung Greedy-Algorithmen

= Allgemeine Vorgehensweise:

= Treffe in jedem Schritt eine lokale(!) Entscheidung, die ein kleineres
Teilproblem Ubrig 1asst

= Korrektheitsbeweis:

= Zeige, daR eine optimale Losung des entstehenden Teilproblems
zusammen mit der getroffenen Entscheidung zu optimaler Lésung des
Gesamtproblems fihrt

= Das lasst sich meist durch Widerspruch zeigen:

- Angenommen, es gibt optimale Lésung S', die besser ist als Greedy-Lésung S

- Zeige: dann kann S’ noch verbessert oder in Greedy-Lésung umgewandelt
werden

G. Zachmann  Informatik 2 — SS 10
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L Greedy vs. Dynamische Programmierung

= Ahnlich: optimale Unterstruktur
= Verschieden:

= Bei der dynamischen Programmierung erhalt man oft mehrere
Unterprobleme, bei Greedy-Algorithmen (in der Regel) nur eines

= Bei dynamischer Programmierung hangt die Entscheidung von der
Lésung der Unterprobleme ab, bei Greedy-Algorithmen nicht

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10 Greedy-Algorithmen 52
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