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Verallgemeinerungen der baryzentr. Koord. ‘Sa

1. Was macht man im 2D bei (konvexen) Polygon
mit k > 3 Ecken?

2. Analog: was macht man im nD bei k > n+1 Ecken
3. Was macht man bei nicht—konvexen Gebieten?

4. Was macht man, falls das Gebiet nicht durch
Polygonzug (stlickweise lineare Kurve)
beschréankt ist, sondern durch eine glatte,
geschlossene (konvexe) Kurve?
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Literatur

= Siehe die Papers auf der Vorlesungs-Homepage!

= Unter "Online-Literatur"
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Verallg. baryzentrische Koord. fur k>3 im 2D &ji

= Definition:
Sei {2 ein konvexes Polygon im R> gegeben durch n Punkte

Pi, ..., P,, n>3,in CCW-Anordnung (,,counter-clockwise*).

Eine Menge von Funktionen \; : £2 — R heillt baryzentrische
Koordinaten, wenn fiir alle X € 2 folgende Bedingungen
gelten:

n

1. Teilung der Eins (partition of unity): Z . Ai(X) =1
=
n

2. Lineare Prazision (linear precision): Z ) Ai(X)Pi =X
=

3. Konvexe Kombination: Vi =1...n: X\;(X) >0
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= Weitere wiinschenswerte Eigenschaften:
= Schones“ Verhalten aulerhalb von 2
= Glattheit: \; soll aus C™sein

= Affine Invarianz
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Interpolationseigenschaft ‘vi

= Satz:

Solche verallgemeinerten baryzentrischen Koordinaten haben die
Interpolationseigenschaft.

D.h.: seien in den P, Datenwerte f; gegeben, so ist die Funktion

n
F(X) =D Xi(X)-f
i=1
tatsachlich interpolierend (und nicht etwa approximierend), d.h.

Vi: f(P)=f
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Beweis

= Zu zeigen ist:

Ai(Pj) = dij (Kronecker Delta)

1. Wegen Eigenschaften 1 & 2 kann man alle linearen Funktionen
reproduzieren. Denn:
Sei f(P) solch eine lineare Funktion.

Dann ist: Eig. 2 g
(lin. prec.) (Tellung der Eins)

f(P)=aP«+ bP, + ¢ /
=a) A(P)Pix+bY Xi(P) ,y+cZ)\(P

=> Xi(P)[aPix+ bP;y, + ]

=> N(P)f(P
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2. Definiere Ebene I(P) so, dal}

I(P1) =0 o
Vi>2:I(P;)>0 /,,1;
Das geht, da Q ein konvexes Polygon.
3. Aus (1.) folgt V

I(P) =" Xi(P)-I(P:) =Y \i(P)-I(Py)
i=1

=2 — I(P1) =0

I wurde speziell gewéhlt so dal} |(,,)>0

0=1I(P) = Z)\(Pl)l : ;»v,>2 Ai(P1) =0

4. Wegen Eigenschaft (1)ist 1 = Z Ai(P1) = M(Pr)
i=1 ™ o)
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Triviale Losungen

® Trianguliere das Polygon (irgendwie)

= Bestimme baryzentrische Koordinaten
bzgl. des Dreiecks, in dem X liegt

= Probleme:

= Die Triangulierung ist nicht eindeutig
- > Diese verallgemeinerten baryzentrischen Koordinaten sind nicht eindeutig

= Die baryzentrischen Koordinaten sind nur Co-stetig

= Fortsetzung fiir Punkte auRerhalb des Polygons ist nicht klar

G. Zachmann  Computer-Graphik 2 - SS 10 Verallgemeinerte baryzentrische Koordinaten 9

e
Shi|

Konstruktion verallg. baryzentr. Koordinaten

= Ziel: baryzentrische Koord. fiir beliebige, konvexe Polygone in 2D

= Beobachtung: wegen Z)\,- =1 gilt

Y NP =X N(Pi—X)=0
® Hat man Funktionen w; = w(X), flr die
Y owi(Pi=X)=0 (1)
und Vi: w; >0 (2)

gilt, so kann man daraus leicht ,,echte” baryzentrische Koordinaten
machen, indem man

A

L= Wi

1 n .

1 W,

setzt 2y Wi

= Suche also im Folgenden w;, die die Bedingungen (1) & (2) erfillen.
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Notation

Pis1
= Flacheninhalte: o
= = ||P,—X|| Pi
= A,‘ = A,‘ (X) = % sin Q- ririy1
— F(AXP;Pi11) P
i1

'B,’ = B,(X) = %I’,',lr,'+1 Sin(Oéi—l + Oé,')
= f(AXPi+1P;_1)

- Achtung: setze Vorzeichen von B, negativ,
falls X auBerhalb AP;_1P; Pi+1

Pis1
oG = CI(X) = f(AP,',]_P,'P,}l) -7
=Ai+Ai-1+ B
= Indizes: im Folgenden sind alle Indizes 5;
"modulo n" gemeint, d.h. P; := Pjmod n
und somit Pn+1 = P1 ) P—l - Pn—l AP
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= Erinnerung:

= Im Dreieck sind A;/C,, B;/C;, A.;/C; baryzentrische Koordinaten , d.h.

B; Ai_

A;
c(Pa=X)+ = (Pi=X)+ TF(P,-H - X)=0

= Also:
Ai(Pi-1 = X) + Bi(Pi = X) + Ai_1(Piy1 — X) =0

\ l /

Homogene baryzentrische Koordinaten
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* Betrachte jetzt der Reihe nach alle Dreiecke A P;_1 P; Piy1

= Ansatz: bilde ein gewichtetes Mittel der (homogenen)
baryzentrischen Koordinaten bzgl. jedes dieser Dreiecke:

wi := wi(X) = 0i_1Ai—2 + 0iBi + 0i11Ai11

wobei die ¢; := o(X) beliebige Funktionen sein diirfen (zunéchst).
® Jeder Vertex ist also

an 3 baryzentrischen
Koordinaten "beteiligt"
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= Behauptung 1:
Diese
wi = 0i-1Ai—2 + 0iBi + 0i11Ai11
erfullen die Bedingung (1) aus der
Definition fiir baryzentrische Koordinaten

= Beweis:
n n
Z W,'(P,' — X) = O’,'(A,‘(P,'_l — X) + B,’(P,‘ — X) + A,'_1(P,'+1 — X))
i=1 i=1
=0
G.Zachmann  Computer-Graphik 2 — $S 10 Verallgemeinerte baryzentrische Koordinaten 14




= Behauptung 2:
Falls das Polygon konvex ist und Vi: i (X) >0
dannist > w;(X) >0
fur alle X aus dem Inneren des Polygons.

= Beweis:
> wi(X)=>0i(X)-G>0 , da Vi: G>0
i=1 i=1

= Achtung: o; > 0 alleine garantiert noch nicht w;>0!

= Konvexitat des Polygons ist nétig ...
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= Bemerkung: damit klappt dann auch die Normierung von w;
auf \; .

= Erinnerung: w; >0 bendtigt man fur Bedingung (2) aus der Definition

= Ziel: suche nun nach geeigneten ¢;, so dal w;j>0und o; > 0
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Einige Kandidaten

= Naiver Ansatz: wahle o; = %

= Damit wire Y w;(X) =n

= Leider ist w;(X) > 0 nicht garantiert
= Folge: die Interpolationseigenschaft gilt nicht ®

= Wahle ti
o = —-
- ALA
= Damit ist
w; (X) = ri—1Ai + riBi + riz1Ai—1

Ai1A;

_ tan (Ot,'_l/z) -+ tan (Oé,‘/z)
I’,'/2

i

= Behauptung: die MVCs sind baryzentrische
Koordinaten fiir alle X aus dem Inneren des Polygons

= Klar, denn:
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= Mit einigen trigonometrischen Umformungen: ——--

= Mean Value Coordinates (MVCs): - '

wenn X im Inneren — alle o; > 0 und alle w;>0

he Koordinaten 18

. B} 1
= Wachspress-Koordinaten: wahle o; (X) = A
1A
= Damit ist ' I G
F(AP;_1P;Piy1)
i = > Pj
F(AXP,_1P,)-F(AXPiP; 1) 7
= Nachteil: sie verhalten sich in einem nicht-konvexen Pj1
Polygon unschén, da Y w;(X) = 0 werden kann,
d.h. die A; haben dort eine Polstelle
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= Nachweis, dal} w; stimmt:

wi = 0i1Ai—2 + 0iBi + 0i+1Ai11

- __fi-1 A _ i R. rit1 .
- Ai—2Ai—1A'_2 + Ai—lAiBl T AiAi+1A’+1

— ri—1 ri i figr
- A_; + Ai—lAIBI + A T

i—

= Dann: fir A; und B; die Flachenformeln mit sin einsetzen und
trigonometrische Identitaten verwenden
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