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Bremen

W vektoren

= Notation: in dieser VLschreiben wir Vektoren mit kleinen fetten

Buchstaben:
ax by
a=|a | b=1]b
a, b,

= Betrag / LSnge:

lal| = a2+ a2+ a2 =a

= Bewels:
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W Unterschied zwischen Punkten und Vektoren

= Notation: Punkte mit normalen Gro8buchstaben
= Achtung: Punkt = Vektor!
= Unterschiedliche Bedeutung:
= Punkt = Ort im Raum
= Vektor = Richtung + LSnge= Verschiebungsoperator (wirkt auf Punkte)
= Merkregeln:

= Punkt + Vektor = Punkt

Vektor + Vektor = Vektor

Punkt - Punkt = Vektor (Notation: QP ) Q%.
§ ]

Punkt + Punkt = Nonsensel

Korrespondenz zwischen Punkt und Vektor mittels Ursprungspunkt O :

p = P— 0O P=0+ p p hei8t Ortsvektor
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@) Resultatder Interpretation einesVektors als Verschiebeoperation

= Geometrische Interpretation der Vektor -Addition und
Vektor-Subtraktion:

Addition Subtraktion
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@) Terminologie

= Orthogonal = senkrecht zueinander

= Drei Vektoren sind koplanar <
es gibt eine Ebene, die alle drei Vektoren enthSlt

= Perssnliche Konvention auf den Folien: Begriffe, die neu definiert
werden, werden mit blauer Schrift geschrieben

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap
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W Das Skalarprodukt (dot product) g

= Definition:

a-b=a.b,+ab, +a,b,

= Einegeometrische Bedeutung:

a-b =|a|-|b|-cosa

= Beweis(2D):
= Seil 6; = Winkel zwischen a und x-Achse
= Damit ist
cos o = cos(f, — 0))

— cos ), cos by + sinf,sin 0,
_ &b 3 b
lal [b]  [a] |b]
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U

= Alternativer Beweis (n-dimensional):
= Verbinde a und b starr miteinander

= Rotiere beide so, dassb auf der x-Achsezu liegen kommt - b',
und a irgendwo in der xy-Ebene - a'
(der Winkel o zwischen beiden bleibt unverSndert)

= Damitist a’'b=a’Ib

—a"RRb
= (a"R")(Rb) o b
— (Ra)"(Rb) (a'y\ (o\
—a’-b —101].]10
\o/) \o/
= a,-b, = [a'| cosa-|b’| = [|a]|-[|b[| cos a
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Y weitere geometrische Bedeutung des Skalarproduktes

= Die senkrechte Projektion: a

a-b
la— b| =|al-cosa = —
bl

a—b

= Mit anderen Worten: das Skalarprodukt mit einem Einheitsvektor

ISsstsich als senkrechte Projektion aufdiesen Einheitsvektor

interpretieren;
d.h., falls e[ =1

dannist [a > el =a-e

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 10



Bremen

T

Demo zum Skalarprodukt (dot product)

G. Zachmann

®0o Dot Product

[ i ] =+ | = file:///Users/zach/Documents/Lehre/CG1/demos/dot%20produc Cl"Q' soogle

[ ¥ Intrade Bahn Apple Discussions TUAW WOT

1 Dot Product J

B=1(1,1)
[B] = 1.414

|A| cos theta = 0.707
cos theta = 0

This java applet demonstrates the dot product, which is an important concept in linear algebra and physics.

The goal of this applet is to help you visualize what the dot product geometrically.

Two vectors are shown, one in red (A) and one in blue (B). On the right, the coordinates of both vectors
and their lengths are shown. The projection of A onto B is shown in yellow, and the angle between the
two is shown in orange.

At the bottom of the screen are four bars which show the magnitude of four quantities: the length of A
(red), the length of B (blue), the length of the projection of A onto B (yellow), and the dot product of A
and B (green). Some of these quantities may be negative.

To modify a vector, click on its arrowhead and drag it around. To swap A and B, click the swap button.
Swapping the two does not change the dot product.

Display a menu

http://www.falstad.com/dotproduct/

Computergraphik 1 WS Jlovember 2017
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&, Darstellung eines Vektors bzgl. einer orthogonalen Basis

= WShleeine Basis €1, €2, €3 ' e

= Berechnedie Projektionen von a auf

die Achsen
d-€1 = a1
d-€ = a; s
d-€3 = a3 €1

= RYckgewinnung von a aus den
Koordinaten (a1, a2, az):

a=aj-e +ae+aze;=|e e e3|-|a

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017 Math Recap 12
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W Eine Konvention bei 3D-Koordinatensystemen

B

1“2.9,
<n
-1

Z
left handed system right handed system
(Linkssystem) (Rechtssystem)

Achtung: wir verwenden immer das rechtshSndige
Koordinatensystem! (es sei denn, es steht etwas anderes da)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 13
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@ Ungleichungen g |

= Dreiecksungleichung:

la+ bl < {laf| + |b]

= Schwarz'sche Ungleichung:

|a-b| < ||a|-||b]

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017 Math Recap 14
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U DasKreuzprodukt (cross product)

= Definition in 3D:;

EN b, a,b," a,b,
c=al! b=1]a |! b, | = | azbx" axb;
a, b, axb, " a, by

= Ergebnis ist ein Vektor, der senkrecht auf beiden Vektoren steht

LSnge des Vektors = FIScheninhalt des
von a und b aufgespannten
Parallelogramms:

c| = |a x b| = [a]-|b]- sina

NYitzlich zur Erstellung von Koordinatensystemen (dazu spSter)
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= EselsbrYckeRechteHand-Regeln

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 16



Bremen ” :
@ Demo g s

5 OO Vector Cross Product - JAVA Interactive Tutorial

m a ﬁle://Users/zar.h/Documents/Lehre/CGl/de
The Vector Cross Product - A JAVA Interactive Tutorial

Just below you will see a drawing: the vector labeled ¢ is being calculated according to your
specifications for the vectors a and b. You move these by clicking on their tips and dragging
them around the plane with the mouse. You can also "spin the plane" by clicking and dragging
on other parts of the picture.

Angle phi : 90

Numerical Info.

http://www.phy.syr.edu/courses/java -suite/crosspro.html
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W Konstruktion eines Koordinatensystems

= HSufige Aufgabe:

Ein Vektora ist gegeben (z.B. Blickrichtung)

Erstelle dazu eine Orthonormalbasis

= Nicht eindeutig, aber oft genYgt irgendeine Orthonormalbasis

= Algo:

1.

2.

. Setze u =

a
Setze w = —
El

FYru und v benstigen wir irgend einen Vektor t, der nicht kollinear

ZU w st

z.B. setze t := w , und ersetze die betragsmSS§ig kleinste

Komponente durch 1
tXw

V=W XU
't X w

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 19
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= Eigenschaften:

XXYy=+4+Z yYyXZ=+X ZXX=-+Y

axb=—-bxa (antikommutativ / schiefsymmetrisch)
axb=0<« a=Ab
ax(b+c)=axb+axc (distributiv )

a x (kb) = k(a x b)

= Es gilt die JacobildentitSt:

ax(bxc)+bx(cxa)+cx(axb)=0

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 20
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U

= Es giltnicht die AssoziativitSt
ax(bxc)#(axb)xc

= Es giltnicht das AuslSschungsgesetz!

axb=axcAb=c

= Zusammenhang zwischen den BetrSgen von Kreuz und
Skalarprodukt:

Jax b]]* + (a-b)” = |a|*|b|?

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017
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Y Exkurs g

= Das Kreuzprodukt ISsst sich auch als MatrixVektor-Produkt

schreiben
= Definiere dazu die zum Vektor a duale (schiefsymmetrische) Matrix
a”:
O _az a_y bX
axb=a“b=| a, 0 —a, b,
—a, ay 0 b,

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017 Math Recap 22
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= Die Darstellung mit schiefsymmetrischer Matrix hat viele Vorteile,
u.a.:

- a-(bxc)#£(a-b)xc
aber
a -(b*-c)=(a -b¥)-c

»ax(bxc)#(axb)xc
aber
a“(b*c)=(a"b”*)c

= Fazit: bei der Schreibweise mit schiefsymmetrischer Matrix a*
gilt die AssoziativitSt!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 23
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VR =

= Warum ist a*(b*c) = (a*b*)c ,
aber trotzdem ax (bxc)# (axb)xc ?

= Weil (a xb) x ¢ Squivalent zum Ausdruck (a x b)' c ist,
aber die Matrix (a x b)* verschiedenist von der Matrix a*b”

= Hintergrund :

= Beim Ausdruck a*c wird die Matrix a* als konstant betrachtet und
ist eine lineare Abbildung , die auf den (variablen) Vektor ¢ wirkt

= Dasselbegilt fYr den Ausdruck a x ¢ : wenn a konstant ist, ist das ein
linearer Ausdruck in den Koordinaten von ¢

= Lineare Abbildungen , die hintereinander ausgefYhrt werden, ergeben
wieder eine lineare Abbildung

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017 Math Recap 24
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@ Das Tripel-Kreuzprodukt FYI

= Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt und Skalarprodukt:
ax(bxc)=b(a-c)—c(a-b)

= Hei8t auch "triple product expansion", "triple cross product

identity" oder Gra8m ann-ldentitSt oder Gra8m annscher
Entwicklungssatz

= EselsbrYcke”ABC = BAG CAB" ("erst backen, dann kappen")

= Oder: alle zyklischen Permutationen von A,B,C

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap
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W FIScheninhalte g |

= FIScheninhalt eines Dreiecks

1 .
A(APQRR) = > |all-||b]l sin!

1
= — b
~llaxb]|

= Erweiterung: FIScheninhalt mit Vorzeichen

1 . .
A(APQR) = > llax b, P,Q,R gegen Uhrzeigersinn
_% laxb| , P,Q,R im Uhrzeigersinn

= Achtung: diesist eine reine Konvention / Definition Dsieist in keiner
Weise derGeometrie inhSrent! (aber eine sehr praktische Konvention)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 26
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= Satz
SeiPQRein Dreieck und S ein beliebiger Punkt in
derselben Ebene
Dann qilt:

A(l PQR) = A(! SPQ)+ A(! SQR + A(! SRP

" Bezeichnung: | PQRS =Viereck( quadrangle, quadrilateral)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017 Math Recap 27
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= Beweis

= Fall: § liegt im Inneren des Dreiecks
- Behauptung ist klar

= Also: S liege au8erhalb des Dreiecks
= Annahme: S = §;
= Klar ist:

Al PQR)= A(l PSQR" A(l SQP) =

= Behauptung

= PlausibilitStsCheck: A(! SPQ) < 0

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 28
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U

= Annahme: S= S,

= Dannist A(! PQR)= A(! SRP " A(! SQP)" A(! SRQ
und Al SPQ <0
und A(' SQR <0
= Behauptung

S7

= Falls S in einer der anderen Regionen liegt, folgt die selbe
Behauptung durch Umbenennen der Ecken des Dreiecks

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017
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= Der FIScheninhalt als Determinante:

1 P, P, 1
A(! PQR) = éolet" Q Q 1%, P,QR"R?
Ra R 1

" Beweisskizze
= P,Q, Rin R einbetten mit jew.z=0

= Determinante vergleichen mit der z-Komponente von (Q — P) x (R — P)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 30
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= Definition ( Ohr):
Sei v1,...,V" ein Yberschneidungsfreies Polygon in einer
Ebene
EineEcke V' hei§t "Ohr" gdw . die Strecke v 1V *1 komplett
Im Inneren des Polygonsliegt.

= Satz(ohne Beweis):
JedesYberschneidungsfreie Polygon in einer Ebenehat
mindestens 2 Ohren.

= Satz (FIScheeines Polygons):

FYrjedes geschlosseng Yberschneidungsfreie Polygon v1,... V"
und einen beliebigen Punkt P in der Ebeneqilt:
Lo P - 2 I o
A(Polygon) = Al PVV™ = o ViV VIV

i=1 i=1

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap
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= Bewels. Teil 1

= Induktionsanfang:n =3
Aus Satzauf Folie27 =

A= APVIV2)+ A(PV2V3) + A(PV3VY)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 32
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= Induktionschritt : n > 3
0.B.d.A.ist V" = Ohr
(sonst die V' umnummerieren )

Nun gilt:

n 2 u n n
! o 1t 1ot
A= APVV™ + APVYIVE + AVIVE VT

—— e o e o e e e e e e e [ERRpE D SR I U —

_______________________________________________________

APVIVML 4 APy lyn 4 A PV”V1 ‘

= Behauptung

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 33
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= BeweisTeil 2: betrachte alle Punkte als 3D-Punkte in der xy-Ebene

r 1 |
A PV'V'*l = z-Komponente vory (V'EP)! (V" EP)

WShleP =0 =

v 1
A PV'Vv'*t z-Komponente vorg (VA RVARS

= Behauptung

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 34
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Y Geometrische PrSdikate (Tests) g

= Eingeometrisches PrSdikatist eine Formel / ein Algorithmus, die
erfYllt ist / "wahr" liefert, wenn eine bestimmte geometrische

Bedingung erfYIlt ist.

= Beispiel: sind zwei Kanten PQ und RS parallel?
= LSsungen:
= PQ parallel zuRS! (Q" P)# (S" R)=0

Q" P) ,(S"R) _

| PO RS I e )
PQ parallel zZuRS! #HQ" P)# #(S" R)#

= Beachte die numerische Robustheit!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 35
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* Frage: schneiden sich zweikoplanare Kanten?

= Das PrSdikat: "PQ undRS schneiden sich"
kann man mathematisch so fassen:

(PR! PQ)4PQ! PS) > O ®

und

(RQ! RS4RS! RP)> 0 ?

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 36
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W  KonvexitSt

= Definition KonvexitSt (eine von vielen m&glichen):
Ein GebietG ! RK ist konvex <
fYralle p,, P,1 G die gesamte Linie PP, ! G ist.

= Bemerkung:

= Das Gebietmu§ nicht beschrSnkt sein

= Die Aussage "ein Polygon ist konvex" meint eigtl.,
da8 das von dem Polygon umschlossene Gebiet
(inkl. Rand) konvex ist

= Aufgabe: stelle fYr ein gegebenes Polygon fest, ,
ob es konvex st ‘

X

Vil Visr, Vi = P BP yP,'V
Pi-1

und teste Vorzeichen der z-Komponente

= LSsung: berechne an jeder Ecke

= Voraussetzung: Polygon muss Yberschneidungsfrei sein

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap
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e Optional .
W Das Spatprodukt P §.

%,
E-X3)
e

= Definition:

V4

(u! v)aw 7

= Englische Begriffe:
scalar triple product, triple product, mixed product,

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 38
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V) Optional

e

= Geometrische Interpretation:

Vol(Spat) = [(u! v)aw]
" Bewels:

Vol(Spat) = Grundf3achdieh

= lull v! sinl 'w! cos"

—Ig" I 1 I I
lu" v!! w! cos! in ﬂ

W /
— " z /
=l(u" v)aw! nile/

v ______ JU—
LA
u
G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017
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e Optional o
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= Erweiterung des Volumens um ein Vorzeichen:

Vol(Spat) = (u! v)aw

= Vol(Spat) >0 <
u, v, w bilden ein Rechtsystem &

Winkel zwischen (u! v) und w < 900

( ) T

W 4

/

/

/
" Bemerkung: s —
T oon u n T -
(u! viav = det' " v "9
n W 1]
W'

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 40
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W Denksportaufgabe

= \Wenn man einen WYrfel in Tetraeder zerschneidet,
wieviele Tetraeder erhSlt man dann?

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017

Math Recap
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W  Das Volumen eines Tetraeders
= Es gilt:
1 ,
Vol(ABCD) = (—S(u X V)an
1 lou ! 1 B! A
—Zdet"! v IS =Zdet C! A S
6w 6 DI A
Ac A, A 17
1 B, B, B, 1Y
“s%% . ¢ 18
D, D, D, 1

= Bemerkung: so bekommen die Punkte A, B, C, D einen "Umlaufsinn"!

= Achtung: ein Dreieck im 3D hat keinen Umlaufsinn per se!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017 Math Recap 42
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S . Onptional
W KoplanaritSt & Umla fsmna}m 3D Sl

= KoplanaritSt:
Drei Vektoren a, b, ¢ sind koplanar <

(a! b)&=0

= Umlaufsinn im 3D:
Drei Punkte A, B, C erscheinen von einem vierten Punkt D aus
entgegen dem Uhrzeigersinn <

C

(Al D)" (B! D)ZC! D)< C
" Vol(DACB) < (

| Vol(ABCD) >0

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 43
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il VR

= Test auf KonvexitSt / KonkavitSt einer Kante eines Volumens:

-

Concave Edge

concave shape

(’

f Convex Edge

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 44
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@ Optional ‘.

= Wann liegt ein Punkt P im Inneren eines Tetraeders?

Genau dann, wenn die Vorzeichen von

Vol(ABC D)
Vol(PBCD)
Vol(APC D)
Vol(ABPD)
VoIl(ABCP)

alle gleich sind!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 45
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@ Parametrische Geraden parametric line)

= Definition einer Geraden,
die durch zwei Punkte gent:

Po = ( X0, Yo) , P1 = (X1, Y1)

P(t)= Po+ t (P! Po)

= |nterpretation:

starte bei einem Punkt p,, mache einen P.=P(1)
Schritt um t "Einheiten" entlang dieser Gerade

von P, in Richtung p,
P=(15)

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 50
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W Lineare Interpolation

= HSufige Aufgabe in CG
= Punkte, Farben, HShen, etc., irgendwie interpolieren
= Die Gerade
p(t)= Pog+t(P1! Po)=(1"! t)Po+ tP,

Ist schon lineare Interpolation im nbdim. Raum

* Variante: stYckweise lineare Interpolation Yi+1
N
= Gegeben Xj, Xxj+1 und Yi, Yj+1 Yoo T
> \\ yl ,” : o
(= HShe, Rot-Kanal, 0.S.) ‘o~
= Gesuchty fYr X ! [Xj, Xj+1] ! ; ! > X
. . A A Xi+1
= Lineare Interpolation:
X1 X
t = 10,1 XX, X
Xier | X [ ] [ | |+1]

y=@"! t)yi+ tyiu

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 51
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W Ebenen / Dreiecke g f

Durch 3 Punkte wird eine Ebene aufgespannt C

= Parameterdarstellung:

X=A+sa+ta

= FYr Dreiecke gilt zusStzlich:

s,t! (0,1), s+t" 1

= Normale eines Dreiecks / einer Ebene: C
| u'! v
n =
ju! v|

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 52



-t Optional
Y Exkurs: Verallgemeinerung! Simplex imR B

= Simplex := @
= d + 1 affin unabhSngige Punkte @ o

= Verbindung dieser Punkte + "Inneres"
= Beispiele:

= 0D Simplex - Punkt

= 1D Simplex - GeradenstYck ("Linie")

= 2D Simplex - Dreieck P,

= 3D Simplex - Tetraeder
= Allgemein: )
= Punkte Py, E, P,

= Simplex = alle Punkte X mit
| d | d

X =P+ sui, u=PkP! Py, 5" O, s# 1
i=1 i=0

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 58
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= Terminologie:
"angle" = Winkel (fig. Blickwinkel)
"acute angle" = spitzer Winkel
"obtuse angle" = stumpfer Winkel

A New

Hil You're

Acute anglel

Dating
Angle

Thanks for the
complement!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS Jlovember 2017
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W Normalenform der Ebene implizite Form)

AXa' =
(X! A&’
s | s |

Xan' ! an =
x&an' ! d

[
o O O O

O

= |nterpretation:
= Betrachte die Geradedurch den Ursprung in Richtung n

= Jeder Punkt X ist ein Punkt der Ebene,gdw . er, auf diese Gerade
projiziert, den gleichen Abstand vom Ursprung hat, wie die Projektion
von A auf diese Gerade

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 55
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= Mini-Lemma:

Eine Ebene f,d) im RX definiert {Ryckseilg horderseite}
3 €quivalenzklassen: 0
"Vorderseite" := X | x&n! d > 0} X
"RYckseit¢ =yx | x&n! d< 0}
Ebene ={X |x&! d =0} y

O

= Warum ist die Beschriftung korrekt?
= Well
(X! A)an= |X ! Alah|ecos!

G. Zachmann Computergraphik 1 WS lovember 2017 Math Recap 56



Optional

Die DualitSt von PunE ten und Geradenin 2D

"#"$%&%"' ()+%6+%(%&/./-"&)"9)2-&%
&0 . %1 .#* + (13#4#5&

2,+'&(%0, HEWAMN,  H&"),'(, Y0+ HEY % (
)xmw )|
"SAESSH (Y0HGT 1111, 1011150111509119905
"HS% SH#" % !
8(%"9)":%&'(,;,%." HE&("$,% & (M Ktrsrrrnssr B{D0uRis0): (35
" $%"$-%! 2 "%$.P-
J&(",%*9'4<*,%." +'&(%0), %0, RILOL Tt ss sy BTG D51,
$"%$"%! 2  $%"."
=A$#& Y66, +'&(%,$(0,#& ("
I 1'&(%),$(0,#&("),:$(,-",).$++"0>
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