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Dreiecke 

!   Dreiecke sind besondere Polygone 

!   3D Dreiecke sind immer eben 

!   3 Punkte beschreiben eine Ebene 

!  Mit weniger als 3 Punkten kann man 

keine FlŠche beschreiben 

!   Dreieck = 2DÐSimplex ("einfachstes" 

geom. Objekt, das echt 2-dim. ist) 

!   Somit sind Dreiecke sehr einfach 

(sowohl mathematisch wie auch 

geometrisch) 
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!   Dreiecke sind immer konvex B» egal wie man ein Dreieck dreht, es 

gibt nur ein Schnittintervall (= Span) fŸr jede Gerade (Scanline) 

!   Der Algorithmus zum Rasterisieren erzielt aus den Eigenschaften 

von Dreiecken Vorteile 

!   Deswegen  

!   ist die Graphik-Hardware optimiert fŸr Dreiecke; 

!   unterteilen viele Graphikkarten konvexe Polygone in Dreiecke. 

!   rendern einige Systeme eine Linie, indem sie 2 schmale Dreiecke 

rendern 
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Rasterisierung von Dreiecken 

!   Eingabe: 

!   Drei 2D Punkte (Eckpunkte im 

Framebuffer / "Pixel-Raum"): 

         (x0, y0); (x1, y1); (x2, y2) 

!  Mit Attributen q fŸr jeden Eckpunkt, 

z.B. Farbe 

!   Ausgabe: 

!  Ganzzahlige Pixel-Koordinaten (x, y) 

!   Interpolierte Parameterwerte qxy 
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Einordnung in die Pipeline 

!   Rasterisierung der Objekte in Pixel  

!   Ecken-Werte interpolieren (Farbe, 

Tiefenwert, É) 

Scan Conversion 
(Rasterization) 

Visibility / Display 

Illumination 
(Shading) 

Viewing Transformation 
(Perspective / Orthographic) 

Clipping 

Modell  
Transformation 

Projektion  
(in Screen Space) 
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Erinnerung 

!   Baryzentrische Koordinaten: 

!   PrŠdikat (test) ob Punkt im Dreieck liegt: 

! > 0 � " > 0 � # > 0
(! , " , #)

A

B

C
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Interpolation von Farben im Dreieck 

!   Idee: benutze die baryzentrischen 

Koordinaten auch zur Interpolation 

!   Interpoliere  die 3 FarbkanŠle (z.B. RGB) 

unabhŠngig voneinander : 

!  Wenn  

!   Setze 
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Algorithmus von Pineda           [1988]  

!   Idee:  

!   Berechne baryzentrische Koordinaten fŸr alle Pixel(-mittelpunkte ): 

!   Zeichne Pixel, falls innerhalb des Dreiecks 

!   Setze interpolierte Farbe fŸr Pixel: 

!   Algo: 

wobei                                             = Bounding-Box von A, B, C 

for y = ymin  ... ymax:  

   for x = xmin  ... xmax:  

      berechne  ! , " , # 
      if !  > 0 and "  > 0 and # > 0: 
         C = ! CA + " CB + #CC 

         zeichne Pixel ( x,y ) mit Farbe C  

- - 

- 
+ 

xmin, xmax , ymin, ymax

C = ! CA + " CB + #CC

! = FBC (X) =
nc á(X ! B)
nc á(A ! B)

, " = . . .
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Optimierung 

!   Beobachtung:      ist eine lineare (eigtl. af!ne) Funktion in der 

Ebene, m.a.W.,     hat die Form 
 

 

Dito fŸr 

!   Also, verwende den DDA-Ansatz, um diese inkrementell  auf 

einem Gitter auszuwerten: 

!
!

! = ax + by + c

�, ⇥

! (x + 1, y) = ! (x, y) + a

! (x, y + 1) = ! (x, y) + b

! (x, y)
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linEval (xl, xh , yl , yh , cx, cy, ck ): 
 

# setup 
compute a, b, c ... 
qRow = a*xl + b* yl  + c 
 

# traversal  

for y = ymin  ...  ymax: 

   qPix  = qRow 

   for x = xmin  ...  xmax: 

      draw(x, y, qPix ) 
      qPix  += a 
   qRow += b 

a = .005; b = .005 c = 0 
(Bildgrš§e 100x100) 
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!   Problem: wenn das Dreieck lang 
und schmal ist, dann werden  viele unnštige   
Berechnungen durchgefŸhrt   

!   Erinnerung: Dreieck ist konvex 

!   Folge: wenn man in der xÐSchleife einmal  
ein Pixel au§erhalb erreicht, dann sind alle  
folgenden in dieser Scanline auch au§erhalb 

!   Vorteil des Algorithmus von Pineda: lŠsst sich relativ leicht 
parallelisieren 
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Alternative Betrachtungsweise 

!   In der Ebene ist ein Dreieck die 

Schnittmenge von 3 Halbebenen: 

A 

B 

C 

A 

B 

C 

A 

B 

C 

(X ! C)á(A ! C)? > 0

(X ! B) ·(C ! B)? > 0

(X ! A)á(B ! A)! > 0



G. Zachmann 13 Polygon Scan Conversion Computergraphik 1 9 November 2015 WS 

Kurzer Exkurs: Die Pixel-Planes-Architektur 

!   Eine Geschichte mit  "sad end"  É 

!   Die Idee: 

!   Berechnung pro Pixel ist extrem einfach: 
Auswertung  einer linearen Funktion Ax + By + C 

!   Idee: processor per pixel (wertet  die  
Gleichung fŸr "seine" Koordinaten aus) 

!   Betrachte die 3 Kanten der Reihe nach  

!   Lade alle Prozessoren gleichzeitig  mit   
den Koeff. A,B,C der aktuellen Kante 

+ 

+ 
_ 

+ _ 

Alle Prozessoren an Lade Kante 1 Lade Kante 2 Lade Kante 3 

A1x + B1y + C1 < 0 A1x + B1y + C1 > 0 
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!   Features: 

!   Full-size (512 x 512 pixel) prototype 

!   Used 2048 enhanced memory ICs 

!   1 Geometry Processor 

!   72 bits per pixel 

!   Performance: 

!   35K triangles/sec 

!   Kugeln als Primitive 

!   CSG 

!   Schatten 

!   "Lessons Learned": 

!   Dreiecke sind klein, daher viele Proc idle 

!   FŸr noch mehr Performance braucht  man 
auch auf dem Geometrie-Level 

Parallelisierung 

Pixel-Planes 4 (1986) 
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Vorsicht bei angrenzenden Polygonen 

!   Behandle angrenzende Polygone korrekt! 

!   Vermeide Risse 

!   Vermeide †berschneidungen 

!   UnabhŠngig von der Zeichenreihenfolge 
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!   Pixel vollstŠndig im Polygon B» wird gezeichnet 

!   Pixel zum Teil im Polygon B» É ? 

!   Vereinbarung (fŸr den Moment): zeichne nur die Pixel, deren 
Zentren im Inneren des Polygons liegen 

!   Problem, falls Zentrum des Pixels  
genau auf der Ecke des Polygons  
liegt : 

!   Nicht zeichnen "  Loch 

!   Zeichnen "  wird mšglicherweise 2x 
gezeichnet (ergibt sog. " z !ickering"  
u.a. Artefakte ) 

??? 

Polygonkante 

Ja Nein 

innen 
au§en 
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Rot zuletzt GrŸn zuletzt 

!   Problem beim 2x Zeichnen: 

!   Das zuletzt gezeichnete Polygon  

"gewinnt"  

!   Mšgliche Lšsung (gibt noch andere): 

!   Ein Begrenzungspixel (dessen Zentrum "genau" auf der Kante liegt) 

gehšrt nicht  zu einem Primitiv, wenn das Primitiv links bzw. unterhalb 
des durch die Kante aufgespannte Halbraumes liegt (erkennt man an 
der Normale) 

!   Verfahre bei konvexen Polygonen genau wie bei Rechtecken 

!   Folgerungen fŸr Rechtecke: 

!   Spans lassen das rechteste Pixel weg  
(falls direkt auf Kante) 

!   Bei jedem Polygon fehlt oberster Span  
(falls direkt auf Kante) 
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Weiteres Problem 

!   Sogenannte "Slivers": 

!   Moving Slivers: 



G. Zachmann 19 Polygon Scan Conversion Computergraphik 1 9 November 2015 WS 

Scan Conversion fŸr allgemeine Polygone 

!   Gegeben: beliebiges (einfaches) Polygon 

!   Span: Folge benachbarter Pixel auf einer Scanline innerhalb  des 

Polygons 

!   Hauptgedanke beim Rasterisieren: 

!   Durchlaufe aufeinander folgende Scanlines 

!   Berechne pro Scanline alle 

Spans innerhalb des Polygons 

!   Allg. Algorithmentechnik : 

!   Sweep-Line-Algorithmus 

!   Im Prinzip nutzt man dabei: 

-  rŠumliche KohŠrenz  

-  Dimensionsreduktion  

Scan- 
lines 

Kante 

Span 
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Polygon Scan Conversion 

!   Annahme: gesamtes Polygon ist auf dem Bildschirm / Framebuffer 

1. Bestimme alle Punkte auf der Scanline, welche die Kante eines 

Polygons schneiden 

2. Sortiere Schnittpunkte von links nach rechts 

3. Gruppiere Schnittpunkte in Spans und fŠrbe die Pixel dazwischen 

!   Der wesentliche Trick: berechne die Span-Endpunkte wieder 

mittels DDA bei Schritt um eine Scanline nach oben 

Span-Endpunkte 
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!   Sonderfall: wie werten wir Eckpunkte genau auf der Scanline? 
!  M.a.W.: begrenzt solch ein Eckpunkt einen Span? 

 
!   Lšsung: zŠhle einen Eckpunkt genau dann, wenn er das untere 

Ende der einen, und das obere Ende der anderen Kante ist 

!   Alternative: "wackle" am Eckpunkt ein wenig (" perturbation ") 
!   Dann bekommt man im linken Beispiel 2 oder 0 Schnittpunkte,  

im rechten genau 1 Schnittpunkt 

Scanline 

????? 
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Klassi!kation der Polygone 

Konvex: fŸr jedes Punktepaar in einem 
konvexen Polygon liegt die Verbindung 
auch innerhalb des Polygons 

Nicht-Konvex (konkav), 
aber einfach: der 
Kantenzug hat keine 
Selbst-Schnitte 

Nicht-einfach 
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Umrandet  die wei§e Linie genau ein einfaches Polygon? 

Robert Bosch 
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Direktes FŸllen nicht-einfacher Polygone 

!   Def.: Polygon ist einfach !  Randkurve hat keinen Schnittpunkt 

!   Beispiele: 

!   Eigenschaften einfacher Polygone:  

!   Topologisch Šquivalent zu einer 2-dimensionalen Scheibe 

!   Folge: es gibt ein wohlde!niertes Inneres/€u§eres  

!  Wie kann man auch nicht-einfache Polygone fŸllen? 

!   De!niere fŸr Punkte einen intuitiv ãkorrektenÒ Inside-/Outside-Test 

einfach (& y-monoton) einfach nicht einfach 
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!  Wesentliche Frage: wie de!niert man "innen" und "au§en"? 

? ? 

? 
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Test/PrŠdikat 1: Odd-Even Rule 

!   Zeichne Strahl von Punkt P nach unendlich in irgend eine Richtung 

!   ZŠhle Anzahl Schnittpunkte mit dem Kantenzug 

!   Falls Anzahl ungerade !  P innerhalb 

!   FŸr ef!ziente Schnittberechnung: wŠhle horizontalen Strahl 

!   Vorteil: funktioniert genauso mit Polyedern im 3D (und hšherdim .) 

!   Achtung, falls Strahl Eckpunkt genau trifft! 

P 
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Test/PrŠdikat 2: Winding-Number  Rule 

!   Versehe Polygon mit konsistentem Umlaufsinn 

!   Schneide Strahl von P aus mit Kanten 

!   Setze Winding-Number  w := 0 

!   FŸr Schnitt mit Kante ãvon rechts  

nach linksÒ erhšhe w;  

sonst erniedrige w 

!   Falls w " 0 "  P innerhalb 

!   Anmerkung: damit de!niert man  

gleichzeitig ãpositivÒ bzw. ãnegativÒ orientierte Regionen 

P 

+1 

-1 

+1 
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Vergleich 

Odd-even Rule Non-zero Winding Number 
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Anmerkungen  

!   Diese Tests funktionieren  genauso bei 3D Polyedern 

!   Achtung : die Tests funktionieren  nur  dann robust, wenn  der 

Polyeder bzw. das Polygon "wasserdicht" ( watertight) ist 

!   Nicht wasserdicht: 
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Triangulation 

!   De!nition: 

Triangulierung  eines Polygons = Partitionierung  des Polygons 

ausschlie§lich durch innere Diagonalen und ohne zusŠtzliche 

Punkte 

 

!   Fragen: 

!   Kann man jedes Polygon triangulieren ? 

!   HŠngt die Anzahl Dreiecke von der Wahl der Diagonalen ab? 

!   Satz: 

        Jedes beliebige Polygon kann trianguliert werden. 
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Begriffe 

!   Konvexer Vertex / Eckpunkt: 

Innenwinkel  < 180¡ 

!   Re#ex-Vertex = konkaver Vertex: 

Innenwinkel  > 180¡ 

(= Mund ) 

!   Ohr / Diagonale:  

Vi-1ViVi+1 hei§t  Ohr Bý Strecke Vi-1Vi+1  

ist komplett  innerhalb  des Polygons; 

in diesem Fall hei§t  Vi-1Vi+1 Diagonale. 

!   Satz (Zwei-Ohren-Satz): 

     Jedes Polygon hat  

     (mindestens) 2 Ohren. 
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Beweis des Satzes " Jedes Pgon kann trianguliert  werden" 

!   Vereinfachung: nur  einfache Polygone 

!   Beweis durch Induktion  

!   Basisfall = Dreieck 

!   Induktionsschritt : 

!  WŠhle konvexe Ecke P; 
seien Q & R VorgŠnger bzw. 
Nachfolger von P 

!   Falls QR innere Diagonale des Polygons: 
B» fŸge diese hinzu; fertig  

!   Andernfalls:  

-  Sei Z derjenige Re#ex-Vertex (konkaver Vertex), der am weitesten von QR 
entfernt  und gleichzeitig  innerhalb  @ṔQR 

-  FŸge Diagonale PZ zur Traingulierung  hinzu 

-  Trianguliere " linkes" und " rechtes" Teilpolygon  

Subhash Suri UC Santa Barbara

Triangulation: Theory

Theorem: Every polygon has a triangulation.

¥ Proof by Induction. Base case n = 3 .

p

q

r

z

¥ Pick a convex corner p. Let q and r be pred and
succ vertices.

¥ If qr a diagonal, add it. By induction, the smaller
polygon has a triangulation.

¥ If qr not a diagonal, let z be the reßex vertex
farthest to qr inside ! pqr .

¥ Add diagonal pz ; subpolygons on both sides have
triangulations.

Q 
Z 

R 

P 
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!   Satz: 

      Jede Triangulierung  eines n-gons hat n-2 Dreiecke. 

!   Bezeichne mit  t(P) = Anzahl Dreiecke in irgendeiner  Triangulation 

des Polygons P 

!   Beweis: mittels  Induktion  

!   Basisfall: einzelnes Dreieck, t(P) = 1 = 3-2 

!   Induktionsschritt : 

!  WŠhle eine Diagonale UV in der  
gegebenen Triangulation 

!   Diese zerlegt P  in P1 und P2 

!   t(P)  =  t(P1) + t(P2)  =  n1 Ð 2 + n2 Ð 2 

!   Da  n1 + n2  =  n + 2   Bû   t(P) =  n Ð 2 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Triangulation: Theory

Theorem: Every triangulation of an n-gon
has n ! 2 triangles.

¥ Proof by Induction. Base case n = 3 .

P1 P2

u

v

¥ Let t(P) denote the number of triangles in
any triangulation of P.

¥ Pick a diagonal uv in the given
triangulation, which divides P into P1, P2.

¥ t(P) = t(P1) + t(P2) = n1 ! 2 + n2 ! 2.

¥ Since n1 + n2 = n + 2 , we get t(P) = n ! 2.

U 

V 



G. Zachmann 46 Polygon Scan Conversion Computergraphik 1 9 November 2015 WS 

Zum Vergleich: Triangulation in 3D (= " Tetraedrisierung") 

!   Verschiedene Triangulierung  B» verschiedene Anzahl Tetraeder: 

!   Ein untriangulierbares  ("un- tetraedrisierbares") Polyeder: 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Triangulation in 3D

5 Tetrahedra 6 Tetrahedra

¥ Di ! erent triangulations can have di ! erent
number of tetrahedra (3D triangles).

Subhash Suri UC Santa Barbara

Untriangulable Polyhedron

a b

c

aÕ bÕ

cÕ

a

b

c

aÕ bÕ

cÕ

¥ Smallest example of a polyhedron that
cannot be triangulated without adding
new vertices. (Schoenhardt [1928]).

¥ It is NP-Complete to determine if a
polyhedron requires Steiner vertices for
triangulation.

¥ Every 3D polyhedron with N vertices can
be triangulated with O(N 2) tetrahedra.

5 Tetraeder 6 Tetraeder 
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Schšnhardt Polyhedron Thurston Polyhedron Chazelle Polyhedron 

24th Canadian Conference on Computational Geometry, 2012

Figure 2: Sch¬onhardtÕs twisted triangular prism

twisted triangular prism (Figure 2) by rotating the top
face of a triangular prism so that a set of cyclic diagonals
became edges with interior dihedral angles greater than
180o.

Claim: Sch¬onhardtÕs Twisted Triangular Prism cannot
be triangulated.

Proof. Every diagonal of the polyhedron lies outside
the polyhedron. Therefore any tetrahedron containing
four vertices of the twisted triangular prism will contain
at least one edge lying outside the polyhedron. !

Example 2 (Bagemihl)

Figure 3: BagemihlÕs generalization

In 1948, Bagemihl [1] modiÞed Sch¬onhardtÕs idea to
construct a nonconvex polyhedron onn ! 6 vertices
by replacing one of the twisted vertical edges with a
concave curve and placingn " 6 vertices along the curve
so that the interior dihedral angles of the edges to these
vertices are greater than 180o.

Claim: BagemihlÕs Generalization cannot be triangu-
lated.

Proof. If a triangulation exists, then the top triangular
face must be a face of some tetrahedron. For every
vertex v, not on the top face, there is a diagonal from
v to some vertex on the top face which lies outside the
polyhedron. Therefore there is no tetrahedron from the
vertex set which has the top face as a boundary lying
inside the polyhedron. !

Example 3 (Ruppert and Seidel)
Another method of creating non-triangulable poly-

hedra with large number of vertices was presented by
Ruppert and Seidel [9]. They attached a copy of a non-
triangulable polyhedron to another polyhedron. Fig-
ure 4 shows a polyhedron where a copy of Sch¬onhardtÕs

Figure 4: Attaching a niche to a cube

non-convex twisted triangular prism, called a niche, is
attached to a face of a cube along a base of the twisted
triangular prism.

Claim: If a niche is attached properly, the union of the
polyhedron and the niche cannot be triangulated.

Proof. It can be arranged that the vertices of the
Sch¬ohardt prism which do not lie on the face of the cube
do not see any vertex of the cube. Since each diago-
nal to the non-attached base of the triangular prism lies
outside the polyhedron, then there must exist a tetrahe-
dron contained inside the non-convex twisted triangular
prism. We know from Example 1 this is not possible, so
no set of tetrahedra triangulates the union. !

Example 4 (Thurston et al.)

Figure 5: Thurston polyhedron

Figure 5 was attributed to Thurston by Paterson and
Yao [7], where 18 non-intersecting square prisms, six
from each pair of parallel faces, are removed from the
cube. It is important to note that this polyhedron was
independently discovered by several people including W.
Kuperberg, Holden, and Seidel.

Claim: ThurstonÕs polyhedron cannot be triangulated.

Proof. A point in a polyhedron ÒseesÓ another point
in the polyhedron if the line segment between the two
points is contained inside the polyhedron. We observe
that each point of a tetrahedron can see each of the
tetrahedronÕs vertices. If a polyhedron contains a point
which does not see at least four non-coplanar vertices of
the polyhedron, then it cannot be contained in a tetra-
hedron from the triangulation. In ThurstonÕs polyhe-
dron, the center of the cube does not see any vertex of
the polyhedron, so it is obviously not in the interior of
a tetrahedron of a triangulation. !

CCCG 2012, Charlottetown, P.E.I., August 8Ð10, 2012

Example 5: (Rambau)

Figure 6: Twisted prism SC6

Rambau [8] provided another generalization of the
Sch¬onhardt twisted triangular prism. To construct the
Nonconvex Twisted Prism we will Þrst deÞne a right
prism over a convex polygon withn vertices,Cn . Label
the vertices ofCn clockwise asv1, v2, ..., vn . He deÞnes
the right prism over Cn as PCn = conv{(Cn ! {0}) "
(Cn ! {1})}.

Now pick a point O in the interior of Cn and rotate
Cn clockwise about O by ! , and label the vertices of
Cn (! ), v1(! ), v2(! ), ..., vn (! ), corresponding to the ver-
tices of Cn .The convex twisted prism over Cn is
PCn (! ) = conv {(Cn ! {0}) " (Cn (! ) ! {1})}.
The non-convex twisted prism over Cn (Fig-
ure 6) is SCn = PCn (! ) - conv{(vi ,0),(vi+1,0),
(vi (! ),1),(vi+1(! ),1)}, for all i # (1, n) taken modulo n.

In [8] Rambau proves:

Theorem 1 For all n $ 3, no prism PCn admits a

triangulation without new vertices that uses the cyclic

diagonals {(vi ,0), (vi+1,1)}.

Which implies

Corollary 2 For all n $ 3 and all su! ciently small

! > 0, the non-convex twisted prism SCn cannot be tri-

angulated without new vertices.

The proof of Theorem 1 is too long to discuss here,
but we will provide a shorter proof in the following sec-
tion for Corollary 2.

3 Tilling by Tetrahedra

Notice that RambauÕs results do not imply thatSCn

cannot be tiled with tetrahedra. Rambau uses Theorem
1 to conclude that no triangulation of SCn exist, but
Figure 1 clearly shows that a tiling by tetrahedra exists
for PC4 , which is not a triangulation. Furthermore, this
shows that there exists such a tiling which uses the cyclic
diagonals of the cube. We prove that:

Theorem 3 There exist a polyhedron which is not tri-

angulable, but can be tiled by tetrahedra.

E F

A
B

CD
E!

F !

O

Figure 7: A non-triangulable polyhedron which can be
tiled with tetrahedra

Proof. Example 6 will provide this result.
Example 6

Start with a horizontal unit square Q. Let A,B,C
and D be the vertices ofQ in counterclockwise order
when we look down at the square from above. Choose
the point O over Q at unit distance from its vertices.
Next add to this arrangement a segmentEF , whose
midpoint is O, has length 4, and which is parallel to
AB (assumeE is closer toA than to B). Rotate this
segment clockwise (i.e. opposite to the order of the ver-
ticesA,B,C and D) around the vertical line through O
by a small angle! . Let P be a non-convex polyhedron
bounded byQ and by six triangles EAB, EBF , BFC,
CDF , EFC, and EDA.

Finally let P ! be the image ofP under the reßection
around the plane ofQ followed by a 90" rotation around
the vertical line containing O. Label the images ofE
and F asE! and F ! respectively.

First notice that P is triangulable as it is the union of
the tetrahedra EABD,EBDF and DBCF . Since the
same holds forP ! we have that the union of P and P !

can be tiled by tetrahedra.
Next we show that the union of P and P ! is not tri-

angulable. Since neither E nor F can see the vertices
E! and F ! , we have that any triangulation of the union
is the union of triangulations of P and P ! . The poly-
hedron P was constructed so that the dihedral angles
corresponding to the edgesEB and FD are concave,
therefore the diagonalsAF and EC lie outside ofP . It
is easy to see that the trianglesABC and ACD cannot
be faces of disjoint tetrahedra contained inP , thus di-
agonalBD must be an edge of at least one tetrahedron
in any triangulation of P . A similar argument applied
for P ! gives that the diagonalAC is an edge of at least
one tetrahedron in any triangulation of P ! . Thus the
union of P and P ! is not triangulable. !

Observation 1 A non-triangulable polyhedron is

tilable only if it contains at least four coplanar vertices

where no three are incident with a common face.

(We wish to thank one of the referees for this helpful

observation)

Generalization of 
Schšnhardt by Rambau 
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!   In 3D, even more things can go wrong: there are tilings  

(partitionings) using only tetrahedra and no extra vertices, which 

are still not a triangulation 

!   Example: 

CCCG 2012, Charlottetown, P.E.I., August 8Ð10, 2012

Tiling Polyhedra with Tetrahedra

Andras Bezdek! Braxton Carrigan  

Abstract

When solving an algorithmic problem involving a poly-
hedron in R3, it is common to start by partitioning the
given polyhedron into simplier ones. The most com-
mon process is called triangulation and it refers to par-
titioning a polyhedron into tetrahedra in a face-to-face
manner. In this paper instead of triangulations we will
consider tilings by tetrahedra. In a tiling the tetrahedra
are not required to be attached to each other along com-
mon faces. We will construct several polyhedra which
can not be triangulated but can be tiled by tetrahedra.
We will also revisit a nontriangulatable polyhedron of
Rambau and a give a new proof for his theorem. Fi-
nally we will identify new families of non-tilable, and
thus non-triangulable polyhedra.

1 Introduction and DeÞnitions

One of the fundamental approaches found in computa-
tional geometry is to break a region into smaller or sim-
pler pieces. What is simple depends on the application.
The process of partitioning a closed region into trian-
gles has been abstracted to higher dimensions, yet still
bears the name triangulation. One of the classical appli-
cations of triangulation is the art gallery theorem which
states the fewest number of guards needed to guard a
two dimensional polygonal region.

In this paper we will be concerned with the triangu-
lation of polyhedra, in particular identifying polyhedra
which cannot be triangulated. We will give Þve known
examples of non-triangulable polyhedra and provide an-
other example to justify a more general type of parti-
tioning which we call tiling by tetrahedra. We will use
the general partition to revisit the analogue of example
5, providing a shorter proof. In doing so we will show
another family of polyhedra which cannot be tiled by
tetrahedra and thus is non-triangulable. Finally we will
introduce more families of non-tilable polyhedra and
pose a generalization to this family.

DeÞnition 1 A triangulation of a polytope P ! Rd

is a collection of d-simplices that satisÞes the following
two properties:

! Department of Mathematics and Statistics, Auburn Univer-
sity, bezdean@auburn.edu

  Department of Mathematics, Southern Connecticut State
University, bac0004@auburn.edu

1. The union of all these simplices equalsP. (Union
Property)
2. Any pair of these simplices intersect in a common
face (possibly empty). (Intersection Property)

In this paper, we restrict ourselves to partitions where
the vertices of each tetrahedron is a subset of the vertex
set of P. For further information on triangulation, we
suggest the texts [2], [3], and [5].

We wish to introduce the concept oftiling by tetrahe-
dra, which weakens the intersection property oftrian-
gulation.

DeÞnition 2 A tiling by tetrahedra of a polyhedron
P is a collection of tetrahedra, all of whose vertices are
vertices of P, that satisÞes the following two properties:
1. The union of all these tetrahedra equalsP. (Union
Property)
2. The intersection of any two tetrahedra (possibly
empty) is a subset of a plane. (Intersection Property)

Remark 1 Figure 1 is an example of a tiling of the
cube which is not a triangulation.

Dissect the cube down the diagonal plane.

Triangulate each
piece so that its
dotted diagonal is
used.

Figure 1: Tiling a cube

2 Non-Triangulable Polyhedra

It was Þrst shown in 1911 by Lennes [4] that not all
three-dimensional polyhedra are triangulable. We will
provide eight other known examples of non-triangulable
polyhedra in this section.

Example 1 (Sch¬onhardt)
A frequently quoted and simple example was given by

Sch¬onhardt [10] in 1927. Sch¬onhardt made a non-convex
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Triangulations-Algorithmen  

!   Einfacher Algorithmus  (ear clipping): 

!   Finde ein Ohr in O(n) Zeit 

!   Schneide dieses ab und wiederhole  

!   Laufzeit: O(n2) 

!   Erst 1991 fand Chazelle einen O(n)-Algo 

!   Dieser ist aber so kompliziert , dass er všllig  unpraktikabel  ist ;-) 

!   Im Folgenden: ein einfacher O(n log n) - Algorithmus  
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†berblick  des einfachen Algorithmus ' 

1.  Polygon in Trapezoide zerlegen 

2.  Trapezoide zu x-monotonen  

Polygonen zusammenfassen 

3.  Die x-monotonen  Polygone 

triangulieren  

4.  Monotone Polygone: 

Ein Polygon hei§t  monoton  bzgl. 

einer Geraden L, 

falls jede Gerade senkrecht zu L 

das Polygon in hšchstens 

zwei Punkten schneidet. 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Algorithm Outline

1. Partition polygon into trapezoids.

2. Convert trapezoids into monotone
subdivision.

3. Triangulate each monotone piece.

x−monotone polygon Monotone decomposition

4. A polygonal chain C is monotone w.r.t.
line L if any line orthogonal to L
intersects C in at most one point.

5. A polygon is monotone w.r.t. L if it can
be decomposed into two chains, each
monotone w.r.t. L.

6. In the Figure, L is x-axis.

X-monotone Zerlegung 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Algorithm Outline

1. Partition polygon into trapezoids.

2. Convert trapezoids into monotone
subdivision.

3. Triangulate each monotone piece.

x! monotone polygon Monotone decomposition

4. A polygonal chain C is monotone w.r.t.
line L if any line orthogonal to L
intersects C in at most one point.

5. A polygon is monotone w.r.t. L if it can
be decomposed into two chains, each
monotone w.r.t. L .

6. In the Figure, L is x-axis.
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Zerlegung in Trapezoide 

!   Idee: verwende die Algorithmentechnik  Line-Sweep 

!   Bei jedem Vertex: verlŠngere Linie nach oben / unten , bis eine 

Kante getroffen  wird  

!   Jede FlŠche dieser Zerlegung ist ein Trapezoid (das zu einem 

Dreieck degeneriert sein kann) 

!   Details: É 

!   Benštigt  Segment-Tree / 

Intervall -Tree 

(s. VL "Geometrische  

Datenstrukturen ") 

!   Laufzeit: 

    O(n log n) 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Trapezoidal Decomposition

• Use plane sweep algorithm.

• At each vertex, extend vertical line until
it hits a polygon edge.

• Each face of this decomposition is a
trapezoid; which may degenerate into a
triangle.

• Time complexity is O(n logn).
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Zerlegung in x-monotone Polygone 

!   Bezeichnung:  

Ein Re#ex-Vertex hei§e linker               Re#ex-Vertex, 

falls die beiden inzidenten  Kanten 

nach rechts           zeigen. 

!   Beobachtung: 

Nicht-MonotonizitŠt  kommt  genau  

von linken oder rechten Re#ex-Ecken 

(nicht  von anderen Re#ex-Ecken) 

!   Idee (o. Bew.): 

FŸge zu jedem linken                   

Re#ex-Vertex eine Diagonale zu 

der Polygon-Ecke seines 

linken                Trapezoids ein 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Trapezoidal Decomposition

¥ Use plane sweep algorithm.

¥ At each vertex, extend vertical line until
it hits a polygon edge.

¥ Each face of this decomposition is a
trapezoid; which may degenerate into a
triangle.

¥ Time complexity is O(n logn).

/rechter 

/links 

/ rechten 

/ rechten 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Monotone Subdivision

¥ Call a reßex vertex with both rightward
(leftward) edges a split (merge) vertex.

¥ Non-monotonicity comes from split or
merge vertices.

¥ Add a diagonal to each to remove the
non-monotonicity.

¥ To each split (merge) vertex, add a
diagonal joining it to the polygon vertex
of its left (right) trapezoid.

A monotone piece
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!   Behauptung  1 (o. Bew.): 

Mit  der " richtigen " Datenstruktur  (sog. DCEL, in CG2) kann man 

den zugehšrigen  Vertex zu solch einer Diagonalen in O(1) !nden . 

!   Behauptung  2: 

Eine explizite Konstruktion  der Trapezoide ist gar nicht  nštig ; man 

kann die Zerlegung in monotone Polygone direkt beim Line-

Sweep machen. 
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Der Algorithmus  zur Triangulation eines x-monotonen  Polygons 

!   Beobachtung: in einem x-monotonen  Polygon gibt  es eine 

" obere" und eine "untere" Vertex-Kette 

Sortiere  alle  Vertices v 1, v 2, .., vn von links nach  rechts  
Pushe  v 1, v 2 auf den Stack 
For i  = 3 ... n: 
   # z.Z . sind  Vertices vq (bot), .., v j  (top) auf dem Stack 
   Fall 1: v i  und top(stack) sind  in derselben  Kette  
      FŸge Diagonalen  v i v j , .., v i vk ein , wobei  vk der letzte  
         zulŠssige  Vertex ist ; evtl . auch  keine  Diagonale  
      Falls Diagonalen  mšglich  waren : 
         Pop v j , .., v k-1 

      Push v i 

   Fall 2: v i  ist  auf der anderen  Kette  als  v j  (=top(stack)) 
      FŸge alle  Diagonalen  v i v j , É, v i vq ein  
      Merke  v j , lšsche  Stack 
      Push v j  und v i       # Neustart  fŸr  nŠchste  Reflex- Kette  
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Korrektheitsbetrachtungen  (und VerstŠndnis) 

!   Schleifen-Invarianten: 
!   Alle Vertices auf dem Stack bilden  eine Kette 

von Re#ex-Vertices (Re#ex-Kette) 
(keine linken oder rechten Re#ex-Vertices!) 

!   Der nŠchste Vertex in der "anderen" Kette 
liegt  rechts von der aktuellen Sweep-Line 

!   Das "Rest-Polygon" ist wieder einfach (und 
x-monoton ) 

!   Die beiden FŠlle: 
Subhash Suri UC Santa Barbara

Triangulation

¥ !v1, v2, . . . , vn " sorted left to right.

¥ Push v1, v2 onto stack.

¥ for i = 3 to n do
if vi and top(stack) on same chain

Add diagonals vi vj , . . . , vi vk , where
vk is last to admit legal diagonal
Pop vj , . . . , vk�1 and Push vi

else
Add diagonals from vi to all vertices
on the stack and pop them
Save vtop ; Push vtop and vi

sweep line

top

bot

vi

Subhash Suri UC Santa Barbara

Correctness

¥ Invariant: Vertices on current stack form
a single reflex chain. The leftmost
unscanned vertex in the other chain is to
the right of the current scan line.

bot

vk

vj
top

vi

New stack: (bot, ..., vk, vi)

bot

vj
top

vi
New stack: (vj, vi)

Case I Case II
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Beispiel 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Triangulation

3

2

1 43

2

1

6

5
43

2

1

13

8

7

6

5
43

2

1

7

11

10

98

7

6

5
43

2

1

12 11

10

98

7

6

5
43

2

1

13

12
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Laufzeit 

!   Laufzeit fŸr Schritt 3 (Triangulierung  eines monotonen  Pgons)  

= O(n) 

!   Gesamtlaufzeit: O(n log n) 

 

!   Demo: 

http://computacion.cs.cinvestav.mx/~anzures/geom/triangulation.php   
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Exkurs: das Art Gallery Theorem 

!   Aufgabenstellung : 

!  Gegeben ist der Grundri§  (!oor  

plan) einer Gallerie als einfaches  

Polygon mit  n Eckpunkten 

!   Jeder WŠchter (guard) ist fest an  

einem Punkt stationiert  und kann  

360¡ seiner Umgebung  einsehen, aber nicht  durch WŠnde schauen 

!   Frage: wieviele WŠchter benštigt  man? 

!   Satz (Beweis kommt  spŠter): 

          Jede Gallery benštigt  hšchstens n/3 Guards. 

!   Geschichte: 

Victor Klee stellte dieses Problem V‡clav Chv‡tal auf einer Mathematiker-

Konferenz 1973. Dieser fand sofort einen (sehr komplizierten ) Beweis, 

der spŠter mittels  Triangulierung  sehr vereinfacht wurde . 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Art Gallery Theorem

• The floor plan of an art gallery modeled
as a simple polygon with n vertices.

• How many guards needed to see the whole
room?

• Each guard is stationed at a fixed point,
has 360o vision, and cannot see through
the walls.

• Story: Problem posed to Vasek Chvatal by
Victor Klee at a math conference in 1973. Chvatal
solved it quickly with a complicated proof, which
has since been simplified significantly using
triangulation.
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!   Satz gibt  nur  obere Schranke, nicht  die optimale  Anzahl! 

!   Pathologische  

FŠlle: 

!   Obere Schranke wird  auch angenommen : 

Subhash Suri UC Santa Barbara

Pathological Cases

.

.

.

1. Fig. on left shows that seeing the
boundary != seeing the whole interior!

2. Even putting guards at every other vertex
is not su ! cient.

3. Fig. on right shows that putting guards
on vertices alone might not give the best
solution.

Subhash Suri UC Santa Barbara

Art Gallery Theorem

22! gon.

7 Guards

Theorem: g(n) = ! n/ 3"

1. Every n-gon can be guarded with ! n/ 3"
vertex guards.

2. Some n-gons require at least ! n/ 3"
(arbitrary) guards.

Necessity Construction
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Au#šsung: Beweis fŸr Art Gallery Theorem 

!   Mit  Triangulations-Satz ganz einfach É 
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FŸllen von nicht-polygonalen Regionen 

!   Gegeben: 

!   Rand einer Region, de!niert durch 

Pixel mit einer bestimmten Farbe 

!   HŠu!g in 2D-Zeichenprogrammen 

!   €hnliche Aufgabe zu Polygon-Scan-

Conversion 

!   Erste Methode: wie Polygon-Scan-

Conversion 

!   Zweite Methode: Flood Fill 

!  WŠhle ein Pixel innerhalb des 

Polygons (User) 

!   FŠrbe angrenzende Pixel rekursiv, bis 

das gesamte Polygon gefŸllt ist 
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4-Nachbarschaft 8-Nachbarschaft 

  

!   De!nition der  

Zusammenhangsnachbarn:  

!   Rekursion: 

1.  Setze das Pixel auf die neue FŸllfarbe 

2.  Besuche rekursiv alle diejenigen Nachbarn, die noch nicht die neue 

Farbe haben, und nicht die Randfarbe 

!   Abbruchkriterium: Region ist de!niert als zusammenhŠngendes 

Gebiet mit Pixeln der 

!   Farbe " Wei§ (Rand = Wei§), oder 

!   Farbe $ user-de!ned  Color (Rand = Farbe, die "verschieden genug") 

!   Benštigt Abstandsma§ zwischen Farben (euklidische Distanz?) 



G. Zachmann 63 Polygon Scan Conversion Computergraphik 1 9 November 2015 WS 

Probleme 

!   Z.B. bei 4-Nachbarschaft pro Punkt: 

!   Ein weiteres Problem: der Algorithmus hat gro§e Rekursionstiefe 

!   Kann Stack aus Spans verwenden um Rekursiontiefe zu verringern 

-  Nur eine Rekursion pro Scanline 

!   Verkompliziert aber der innere "Logik" des Algo 

Startpunkt Komplett gefŸllt 
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Bereiche mit Mustern 

!   Oft mšchten wir einen Bereich mit einem Muster (z.B. 

gestrichelt) versehen, nicht nur eine Farbe (stippling) 

!   De!niere ein n x m Pixmap (oder Bitmap), welche wir auf den 

Bereich abbilden mšchten: 

!   FŸr jeden Punkt (x,y) : verwende die Farbe vom Muster an der 

Stelle (x mod m, y mod n) 

!   Fragen: soll das Muster relativ zum Polygon oder relativ zum 

Bildschirm stationŠr bleiben? 

5x4 pixmap Mit Muster zu 
versehendes Objekt 

Gemustertes 
Objekt 
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Font-Rendering 

!   Rendering-Arten bzw. Font-Arten: 

!   Bitmap-Font = jedes Zeichen ist eine Bitmap 

(oder mehrere fŸr verschiedene Font-

Grš§en) 

!  Outline-Font  = jedes Zeichen wird aus sog. 

BŽzier- oder B-Spline-Kurven 

zusammengesetzt 

-  Adobe Type 1 & Type 3, TrueType, OpenType 

outline  1200 dpi  
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Begriffe 

!   Glyph = graphische ReprŠsentation eines oder mehrerer Zeichen 

!   Typeface = "Design" einer Menge von Glyphs 

!   Z.B. Helvetica, Times Roman, Frutiger, Lucida, etc. 

!  Wird von Typographen entworfen 

!   Stil = aufrecht (roman), kursiv (italic), fett (bold ), halbfett ( semibold), .. 

!   Font = ReprŠsentation aller Glyphs eines Typefaces, in einem 

bestimmten Format (z.B. TTF oder OTF), plus Zusatzinfos 

!   Zusatzinfos = Hinting , Kerning, Ligaturen, Font-Metrik, ... 

ÞA A A A A A A
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Beschreibung von Outline-Fonts 

!   Zeichen = Menge von geschlossenen KurvenzŸgen (Outlines) 

!   Kurvenzug = Menge von Kontrollpunkten 

!   Umlaufsinn de!niert innen / au§en: 

!   "Links von der Kurve" = innen 

(oder umgekehrt ...) 

!   Achtung: KurvenzŸge mŸssen 

Ÿberschneidungsfrei sein! 

!   Vorteil: beliebige Skalierung 

ist ohne Verlust (im Prinzip) 

mšglich B» skaliere einfach die Koordinaten der Kontrollpunkte 
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!   Outlines setzen sich zusammen aus quadratischen und 

kubischen BŽzier-Kurven 

!   Quadratische BŽzier-Kurven: 

!   De!niert durch ein Kontroll-Polygon aus 3 Punkten 

!   Polynom 2-ten Grades: 

!   Kubische BŽzier-Kurven: 

!   Kontroll-Polygon hat 4 Punkte 

!   Polynom ist vom Grad 3: P0 

P1 

P2 

P0 

P1 

P2 P(t ) = (1 ! t )2P0 + 2(1 ! t )tP1 + t 2P2

P3 

P(t ) = (1 ! t )3P0 + 3(1 ! t )2tP1 + 3(1 ! t )t 2P2 + t 3P3 , t " [0, 1]
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!   Approximation durch rekursive 

Subdivision: 

!   Aus P0, ..., P3 

kann man zwei 

neue Kontroll- 

Polygone 

P0, Q0, R0, X 

und X, R1, Q2, P3 

konstruieren 

!   Schmiegen sich "dichter" an die 

ursprŸngliche Kurve 

!   Die kubischen BŽzier-Kurven dazu 

bilden zusammen genau die  

ursprŸngliche Kurve 

X P0 

P1 

P2 

P3 

Q0 
R0 

R1 

Q2 

Q1 
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Der Flag-Fill-Algorithmus von Ackland          [1981]  

!   Annahme zunŠchst: 

!   Die einzelnen Pixel sind sehr klein im 

Vergleich zu dem Zeichen 

!   Innerhalb eines Pixels kann man die 

Kontur durch eine Gerade approx. 

!   Die †berdeckung des Pixels > 50 % Bý 

Pixelmittelpunkt liegt "innen" 

!   Idee des Algorithmus: 

!   Berechne die Pixel auf den BŽzier-

Kurven B» Flags 

!   Zerlege die Scan-Lines in der BBox des 

Zeichens in innere und Šu§ere Spans 

!   FŸlle die inneren Spans 
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!   Betrachte einzeln jede BŽzier-Kurve nacheinander, d.h., betrachte 
deren Kontroll-Polygon 

!   Fallunterscheidung & Rekursion: 
1.  Kontroll-Polygon schneidet keine (horizontale) Scanline B» verwerfen 

2.  Kontroll-Polygon schneidet eine oder mehrere Scanlines, und 
schneidet keine vertikale Gitterlinie B» Flags (Pixel) rechts der 
Schnittpunkte setzen 

3.  Sonst (Kontroll-Polygon schneidet  
horizontale und vertikale Gitterlinien) B» 
1x Subdivision machen und die beiden Teile  
rekursiv behandeln 
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Probleme 

!   Bei kleinen Font-Grš§en kšnnen, je nach "Phase", folgende 

Probleme auftreten: 

!   Drop-Outs 

!   Ungleiche Dicke der StŠmme 

!   Serifen in verschiedene Richtung 

!   Phase = Abstand zwischen  

linkem Rand der BBox und  

vertikale Gitterlinie links davon 
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Hinting  (grid  !tting ) 

!   Lšsung: der Rasterizer verzerrt die Konturkurven vor dem 

Rendering ein klein wenig und passt sie dem Gitter an, durch 

Verschieben einzelner Kontrollpunkte 

!   Hinting  = Regeln, die besagen ... 

!   welche Punkte verschoben werden dŸrfen; 

!   welche Punkte proportional mit verschoben werden mŸssen; 
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!   Hinting  (Fortsetzung): 

!   welche anderen Punkte dann 

mitverschoben werden mŸssen  

(Constraints) 

!  Mu§  vom Font-Designer gemacht 

werden 

!   NB: Diese Art Hinting  wird nur bei 

TrueType-Fonts gemacht 

!   Všllig anders bei Type1 ... 
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!   Dropout-Kontrolle: 

Dropout-Pixel wird 
nachtrŠglich eingefŸgt, 
nachdem ein leerer Span 
detektiert wird 
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Sub-Pixel Font-Rendering (a.k.a. Sub-Pixel Anti-Aliasing) 

!   Die Idee: betrachte jedes PrimŠr-Pixel (R, G, und B) als 

eigenstŠndiges Pixel: 
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!   Einfacher Trick beim Font-Rendering: skaliere einfach ein Zeichen 

horizontal um den Faktor 3, bevor rasterisiert wird 

!   EinschrŠnkungen: 

!   Die Software mu§  den Monitor-Typ kennen  

(RGB-, oder BGR-, oder Delta-Anordnung) 

!   Bringt nichts fŸr hochkant gestellte Monitore  

(gerade bei Text ist die horizontale Au#šsung  

viel wichtiger) 

!   Evtl. Color fringing 
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!   Bessere Alternative (?): 

!   Fasse Rot- und Blau-Pixel von benachbarten Tripeln zu einem PrimŠr-

Pixel zusammen  

!   Verwende nur GrŸn- und Rot/Blau-Pixel (= nur doppelte Au#šsung) 

!   Skaliere Fonts vor dem Rasterisieren um Faktor 2 

!  Modelliere die menschliche Farbwahrnehmung und korrigiere die 

Color Fringes entsprechend 
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