Informatik Il
Schleifeninvarianten

G. Zachmann
Clausthal University, Germany
zach@in.tu-clausthal.de

L

Technik zum Korrektheitsbeweis eines Algo

= Erinnerung:
Spezifikation = Zusicherungen, Vorbedingungen, Nachbedingungen

= Wie beweist man die Nachbedingungen, ausgehend von den
Vorbedingungen?
= Wichtige Technik: Schleifeninvariante (loop invariant)

= Ein erfahrener und guter Programmierer hat zu jeder Schleife die
Schleifeninvariante im Kopf!

= Schreibe immer Schleifeninvarianten im Code als Kommentar!

- Spater nur noch die nicht-trivialen

= Hilft auch Programmier-Kollegen spater
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Definition

® |nvariante = Zusicherung (pradikatenlogische Formel), die immer
erflllt bleibt

= Schleifeninvariante ;= Zusicherung, die
1. unmittelbar vor Eintritt in eine Schleife gilt, und
2. am Ende des Schleifenrumpfes wieder gilt, und

3. eine "sinnvolle" Eigenschaft der Schleife wiedergibt.

= Damit kann man die formale Korrektheit eines Programms
beweisen

= Nach der Schleife gilt Schleifeninvariante und negierte
Schleifenbedingung

= Diese Zusicherung ist dann (hoffentlich) "néher" an der
Nachbedingunge des Algorithmus / der Funktion dran
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Beispiel
= Berechnung der Fakultat T
= Schleifeninvariante £=1

. # Invariante giilti
= Am SchluR wollen wir haben: f = n! g g

while i <= n:
= Invariante: £ = (i — 1)! £o*= i

= Nachweis: = L

# Invariante gii.

= Vor der Schleife: ist gliltig, da f=i=1
= Durch die Schleife hindurch:

- Annahme: Invariante gilt fir i (hergestellt durch vorigen Schleifendurchlauf)

- Schritt: zeige Invariante fur f und i'=i+1
fl=f.i=@G(-1)i=il=(—1)
= Nach Ende der Schleife gilt:
f=@(-1)!ANi=n4+1= f=n!
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Weiteres Beispiel [

= Maximales Element in einem Array bestimmen:

# Vorbedingung:
# A = Liste; n = len(Ad)
m=20
# Schleifeninvariante muB hier wahr sein
for j in range( 1, len(ad) ):
if A[j] > A[m]:
m=j

# Schleifeninvariante muB hier wahr sein

# Schleifeninvariante ist hier also auch wahr

= Nachbedingung: A[m] soll maximales Element in A sein

= Sinnvolle Schleifeninvariante:

Vk,0< k<j:Ax<Am AN 0<m<len(A)
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= Nachweis der Eigenschaften:

m=20
= VVor der Schleife: for j in range( 1, len(ad) ):
if A[§] > A[m]:

- Konkrete Werte fiir die Variablen
einsetzen

VK, 0< k<0:Ar<Ag A 0<k < len(A)

ist wahr (nur k=0 ist moglich)

m=3j

= Am Ende der Schleife: Beweisschema wie bei vollst. Induktion
- Induktionsannahme: Invariante gilt fur j-1
- Induktionsschritt: zeige Invariante fur j

-Fall 1: Aj <Am
Der if-Body wird nicht ausgefiihrt, m wird nicht verandert, also

VK,0< k<j—1:Ac<Am A 0<m<len(A) A
AjﬁAm =
VK,0< k<Jj:Ak<Am A 0<m<len(A)
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-Fall2: A; > Apy
Der if-Body wird ausgefiihrt, m wird gleich j gesetzt, also
VK,0< k<j—1:Ac<Am AN 0<m<len(A)A
Am=A; A j<len(A) =
VK,0< k<Jj:Ar<Am AN 0<m<len(A)
= Am Ende der Schleife gilt also

in beiden Fallen wieder die m =0

. for j in range( 1, len(a) ):
Invariante

if A[§] > A[m]:
= Bemerkung: so kdnnen wir jetzt m =3

auch beweisen, dald am Ende das
gewinschte Ergebnis herauskommt

VK,0< k<j:Ac<Am A0<m<len(A) AN j=len(A) -1
Vk,0< k<len(A): Ak <Am AN 0<m<len(A)

G. Zachmann Informatik 2 — SS 10

Schleifeninvarianten

=

7

L

= Spater (beim Sortieren): noch mehr Beispiele (nicht so formal)
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