Flacheninhalte

= Flacheninhalt eines Dreiecks: R
1 . b
A(APQR) = 5 lla]l-|Ib]|| sina
1 o c
= llaxb|
a
Q

= Erweiterung: Flacheninhalt mit Vorzeichen

A(APQR) Tllaxb] , P,Q,R gegen Uhrzeigersinn
a —Ilaxb| , P,Q, R im Uhrzeigersinn
G. Zachmann  Computer-Graphik 1 — WS 10/11 Wdhg. Mathe 21

)
[£7228

L

= Bezeichnung: JPQRS = Viereck ( quadrangle, quadrilateral)

= Satz:
Sei PQR ein Dreieck und S ein beliebiger Punkt in
derselben Ebene.
Dann gilt:

A(APQR) = A(ASPQ) + A(ASQR) + A(ASRP)
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= Beweis:

= Fall: § liegtim Inneren des Dreiecks
— Behauptung ist klar

= Also: § liege auRerhalb des Dreiecks p Q
«Annahme: S=S5, INC SN
*Dannist A(ASPQ)<0
= Klar ist: 51
A(APQR) = A(OPSQR) + A(ASQP)
= Behauptung
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= Annahme: $=5,
*Dannist A(ASPQ)<0
und A(ASQR) <0
und A(APQR)=A(ASRP)— A(ASQP) — A(ASRQ)

= Behauptung

= Falls S in einer der anderen Regionen liegt, folgt die selbe Behauptung
durch Umbenennen der Ecken des Dreiecks
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= Der Flacheninhalt als Determinante:

y
A(APQR):%det Q @ 1|, P.QReR?
R, R 1

= Beweisskizze:
=P, Q,Rin R3 einbetten mit jew. z=0

= Determinante ausrechnen und mit der z-Komponente von

e
S

(Q—P)x (R—P)
vergleichen
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= Definition (Ohr):
Sei V!, ---, V" ein Uberschneidungsfreies Polygon in einer Ebene.

Eine Ecke V' heilt "Ohr" gdw. die Strecke V~1Vi+1 komplettim
Inneren des Polygons liegt.

= Satz (ohne Beweis):
Jedes tiberschneidungsfreie Polygon in einer Ebene hat
mindestens 2 Ohren.

= Satz (Flache eines Polygons):
Fur jedes geschlossene, tiberschneidungsfreie Polygon V?, .- V"
und einen beliebigen Punkt P in der Ebene gilt:

A(Polygon) = Y " A(APVIVITY) = %Z ViVt — vivitt
i=1

i=1
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= Beweis: Teil 1

= Induktionsanfang: n =3
Aus Satz auf Seite 21 =

A= A(PVIV2) 4+ A(PV2V3) + A(PV3VY)
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= Induktionschritt: n > 3
0.B.d.A.ist V" =Ohr
(sonst die V' umnummerieren)

Nun gilt:

Induktionsvoraussetzung

A(PVIVTH) 4 APV + A(PV VY

= Behauptung
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= Beweis Teil 2:
A(PVi Vi+1) = z-Komponente von % (VI=P)x (V*1-P)
WahleP=0 =
A(PV'V™) = z-Komponente von % Vi Vitt

= Behauptung
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Geometrische Pradikate (Tests)

* Frage: sind zwei Kanten PQ und RS parallel?
= Ldsung:
parallel zu RS < (Q — P) x (S—R) =0

(Q-P) (S-R) _|

. PO
P_Q el RS . =
Parlel 2 B2 = @ =P TS = R)]

= Beachte die numerische Robustheit!
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® Frage: schneiden sich zwei koplanare Kanten?
* Das Pradikat: " PQ und RS schneiden sich"
kann man mathematisch so fassen:
- P S
(PR x PQ)-(PQ x PS) >0
und R .
(RQ x RS)-(RS x RP) > 0
P
\ S
/
R
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@Et Konvexitat A

= Definition Konvexitat (eine von vielen mdglichen):
Ein Gebiet G C R* ist konvex <
fur alle Py, P, € G die gesamte Linie P1P, C G ist.

= Bemerkung:
= Das Gebiet muf nicht beschrankt sein

= Die Aussage "ein Polygon ist konvex" meint eigtl.,
dal das von dem Polygon umschlossene Gebiet
(inkl. Rand) konvex ist

= Aufgabe: stelle fiir ein gegebenes Polygon fest, z
ob es konvex ist?

= Ldsung: berechne an jeder Ecke

Vi XVit1, V= PP

und teste Vorzeichen der z-Komponente
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Konstruktion eines Koordinatensystems

= Haufige Aufgabe:
= Ein Vektor a ist gegeben (z.B. Blickrichtung)

= Erstelle dazu eine Orthonormalbasis
= Nicht eindeutig, aber oft genligt irgendeine Orthonormalbasis
= Algo:

1. Setze w = a
|al

2. Fur u und v bendétigen wir irgend einen Vektor t, der nicht kollinear
ZU W ist;
z.B. setze t := w , und ersetze die betragsmaRig kleinste
Komponente durch 1

e
Shi|

txw
3. Setze u=_—— v=wXu
[t x w]
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. Das Spatprodukt A
= Definition:

(uxv)w

u
= Englische Begriffe:
scalar triple product, triple product, mixed product,
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= Geometrische Interpretation:
Vol(Spat) = |(u x v)-w|
= Beweis:
Vol(Spat) = Grundflache-Hohe
= [lul[[lv|| sin @ |lw]| cos ©
= ||u x v|| [w]| cos © o
L /
= [I(u x v)-w] ;i
nle/ /
N -
u
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= Erweiterung des Volumens um ein Vorzeichen:
Vol(Spat) = (u x v)-w
= Vol(Spat) >0 &
u, v, w bilden ein Rechtsystem <
Winkel zwischen (u x v) und w < 900
e
w
/
/
/
L—————— _
u
Wl
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Denksportaufgabe

e
Sl

= Wenn man einen Wiirfel in Tetraeder zerschneidet,
wieviele Tetraeder erhilt man dann?

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 —WS 10/11
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. Das Volumen eines Tetraeders A

= Es gilt:

1 u — 1 B-A
=—det| — v —| ==det C-A
6 \_w -] © D-A

AZ

BZ

C\Z

DZ

A A, 1
1. [B B 1
= 6 det CX Cy 1

D, D, 1
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Geometrische Pradikate 2

= Koplanaritat:
Drei Vektoren a, b, ¢ sind koplanar &

(axb)c=0

= Umlaufsinn im 3D:

entgegen dem Uhrzeigersinn <

(A— D) x (B~ D)-(C—D) <0

& Vol(DACB) < 0 b

& Vol(ABCD) < 0

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 —WS 10/11

Drei Punkte A, B, C erscheinen von einem vierten Punkt D aus
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= Test auf Konvexitat / Konkavitat einer Kante:

Ay

Concave Edge

concave shape

{4 Convex Edge
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= Wann liegt ein Punkt P im Inneren eines Tetraeders?

Genau dann, wenn die Vorzeichen von D

Vol(ABCD)
Vol(PBCD)
Vol(APCD)
Vol(ABPD)
Vol(ABCP)

alle gleich sind!
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® Eine Geraden, die durch zwei Punkte geht

Po = (x0. o) , P1 = (x1, y1)

P(t) = Po+t(P1— Po)

= Starte bei einem Punkt Py mache einen
Schritt t entlang dieser Gerade
durch Py und P;

= Schreibweise: Punkte durch normale
Grollbuchstaben
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Lineare Interpolation

= Haufige Aufgabe in CG
= Punkte, Farben, Hohen, etc., irgendwie interpolieren
= Gerade
p(t)=Po+t(Pr—Po)=(1—-1t)Py+tP
ist schon lineare Interpolation im n—dim. Raum
= Variante: stlickweise lineare Interpolation Vit
= Gegeben X;, Xjr1und Y;, Yit1

(= Hohe oder andere Semantik) o

= Gesucht y fiir x € [x;, xj41] f } f X

= Lineare Interpolation:
X — X;
t:=——"-¢€10,1] X € [x;, Xj+1]
Xi+1 — Xj

y=1—-t)yi+tyia
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Ebenen / Dreiecke &:i

® Durch 3 Punkte wird eine Ebene aufgespannt C

= Parameterdarstellung: v
X=A+su+tv

= Fir Dreiecke gilt zusatzlich: u

s,t€(0,1), s+t<1

= Normale eines Dreiecks / einer Ebene:

o uxv

~ju x|
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Exkurs: Verallgemeinerung = Simplex im R

= Simplex := °
= d + 1 affin unabhdngige Punkte o o
= Verbindung dieser Punkte + "Inneres"
= Beispiele:
= OD: Punkt
= 1D: Linie
= 2D: Dreieck p
3
= 3D: Tetraeder
= Allgemein: P2
« Punkte Py, ..., Py Po
P
= Simplex = alle Punkte X mit !
d d
X:P0+Zs,-u,-, ui =P — P, 520, ZSS 1
i=1 i=0
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= Normalenform (implizite Form) A o
—
AXn°® = 0
(X—An®° = 0
x-n°—a-n° = 0
xn°—d = 0

® Interpretation:
= Gerade durch den Ursprung in Richtung n°

= Jeder Punkt X ist ein Punkt der Ebene, gdw. er auf diese Gerade
projiziert den gleichen Abstand vom Ursprung hat, wie die Projektion
von A auf diese Gerade

G. Zachmann  Computer-Graphik 1 — WS 10/11 Wdhg. Mathe 51

13



ity

= Mini-Lemma:
Eine Ebene (n,d) im R* definiert {Rackselly
3 Aquivalenzklassen:
"Vorderseite" := {X | x:n—d > 0}
"Ruckseite" = {X |x-n—d <0}

Ebene ={X|xn—-d=0} A

= Warum ist die Beschriftung korrekt?
= Weil
(X =A)n=|X—A|:|n|-cosb
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